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Dos ecuaciones de Terrnodinarnica

(A La memoria de mi amigo Manuel Atmeyda)

INTRODUCCION

En nuestro trabajo de investlgaclon en Termodinamlca ( .. Analess , novlembre

y diciembre de 1938), habfamos establecido dos leyes cuya validez en los gases y
solidos tratamos entonces de verificar por un pequefio anal isis.

Demostramos que se puede lIegar a establecer la primera de esas leyes con las
dos hip6tesis siguientes, en un solido (pag. 643):

1.111. Que el calor especifico a volumen constante depende urucemente de la
e

razon T entre una funclon E del volumen especffico y Ia temperatura absoluta.

Las expresiones dadas por Einstein, Nemst, Ltndenman, son de esa forma.
2.· Que la raaon entre el coeficiente de dilataci6n y el calor especffico es inde­

pendiente de la temperatura. Es esta Ia ley descubierta empiricamente por Grun­
eisen.

Can estas hipotesis se lIega a una ley que es tambien valida en los gases (pag.
591). Mas adelante demostraremos que la ecuaci6n de estado que corresponde a esta

ley es compatible con un gran ntimero de ecuaclones de estado propuestas por di­
versos ffsicos en los gases y que las consecuencias de dichas compatlblidades per­
miten confirmar su validez.

La validcz de la segunda ley fue analizada en eAnales> (diciembre de 1938,
pag. 652) y un estudio mas detenido que daremos mas adelante Ja confirma nueva­

mente en. los s6lidos y gases. Habiarnos obtenido esta ley por el estudio de dos
ecuaciones de derivadas parclales de segundo orden y que demostramos trasforman­
do las ecuaciones diferenciales de los dos principios fundamentales de Termodinami­
ca para transformaciones reversibles de un sistema homogeneo, pero sin introducir

ninguna hip6tesis restrictive. Como no hemos encontrado en los tratados de Termo­
dinarruca estas ecuaciones de derivadas parciales hemos creido de interes dar su

demostracion y algunas aplicaciones en esta Memoria. Si elegimos como variables

independientes Ia presion p, yel volumen especffico v, estas dos ecuaciones de deri­
vadas parciales son las siguientes:
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32)

En estas ecuaciones U es la energla interna, S la entropia, G una funci6n de

1
p, v y A =

E siendo Eel equivalente m,ecanico del calor. Segen la Termodinarnlca

Td5 =dU+Apdv
de donde se deduce:

33) (�) =T
65 v

Ehminando G entre las ecuaciones (31) y (32), obtenemos una ecuacion que
can (33) nos da dos ccuaclones de derivadas parciales entre las cinco cantidades U,
5, p, v, T.

Se deduce facilmente que si Ia energia interna U es dada en funci6n de P. v,
conccerfamos G por medio de ecuaciones (31) y entonces Ia ecuacion (32) puede es­

cribirse en la forma:

34)

slendo M una funcion.conocida de p, v. Nosotros hemos demostrado que si 51 es

una soluci6n particular de esta ecuacion

52 = KLog5,

siendo K una constante y Log un logaritmo neperiano, serA tambien una soluci6n
de dlcha ecuacion lo que es (acjJ verificar:

De (34) y (32) se deduce:

M V(AP+�)� =

6v 6p

2AG

G+ 1

y por consiguiente

V( !U)!UA-M Ap+- --=

av 6p

A(I-G)
I+C
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Por eliminaci6n de la funci6n G entre esta ecuaci6n y la (31) cbtenemos:

(aU )' 6'U (6U )'
.'u

Ap+- -- - --

s v 6p' 6p av'

[ JI( .U)6U]( .U).U= A-M Ap+- - Ap+--
.v.p sv op

Si se conociera una de las dos funciones G 0 M se obtendrfa por mtegracion
de dos ecuaciones de derlvadas parciales U y S en funci6n de P. v, La ecuacion de
estado se obtendrla en seguida aplicando ecuacton (33), La integracicn introduce
funciones arbirrarias.

Se podrfa pensar en designar estas funciones G. M. funciones caracterfsticas,
pero eJlas difieren de las funciones caracterlstlcas conocidas: aS1, por ejernplo, estes
llevan siempre como variables independientes una del grupo mecanico (p, v) yatra
del grupa cal6rica (T, S). Las funciones G, M tienen como variables independientea
dos del grupo rnecanico (0)

En la primera parte de esta Memoria nos ocupamos de la demostracion de las
ecuactones (31) y (32), damos tambien la demostraci6n de la interesante relacion:

(:�).
- (:�)p

c C

J-G

(1 +G)T

siendo
Cc

Z=
C-c

EI analisis que hemos efectuada y que daremos en la 2.' parte de esta Me­
moria nos ha llevado a Jas conclusiones siguientes:

E
'

d ,I-G I dn los gases y soli os el termino
(I + G) T

es pequefio respecto a os os

terminos del primer miembro de Ia ecuacicn anterior y podemos entonces aceptar
con bastante exactitud Ia relaci6n:

C (*)p
(:� )v

--=

c

que es vallda rigurosamente para G = 1, Ya hernos sefialado que la hipotesis
G � 1 parece confirmarse en solidos y gases. (Ver -Anales», diciembre 1938, pag,

(.) Efectuando las transformaciones de las ecuactcnea de derivadas parciales conforme a 10

demostrado en cAnales,. julio 1937, obtendrlarnos dos nuevas funciones G' y M'; las variables in­

dependtenees eertan ambas del grupo cal6rico,
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652 Y el analisis que dames mas adelante en esta Memoria). Pero para justficar la
valldez en los gases de esta hip6tesis hemos tenido que ernplear algunas ecuaciones
de estado propuestas por diversos fisicos 0 bien ecuactones que difieren muy poco
de elias, y se sabe que Planck dice en su obra de Termodinarmca (traducci6n espa­
nola de don Julio Palacios, pag. 3 I 2) que ninguna de las ecuaciones de estado pro­

puestas haste la fecha esta de acuerdo con el princlpio de Nerst, Pero es muy fscil
demostrar que Ia hip6tesis G = I es compatible con el principia de Nerst, como

veremos mas adelante. Por consiguiente hay otras ecuaciones de estado que dan
G = I y estan de acuerdo con el principia de Nerst.

Nota.-En las ecuaciones de las teorlas elastlcas y electromagneticas de Is lu%
se encuentran propiedades analogas a las que hemos sefialado con motive de ecua­

ci6n (34). En efecto, se demuestra que conocidas 3 soluciones particulares de la
ecuacion fundamental se puede formar con eJlas otras soluciones particulares (H.
Poincare, Theone mathematique de la lumiere, pag. 98).

Por otra parte, hernos dernostrado en un trabajo anterior (cAnales»,Julio 1397

pag. 237) que a.cada ecuacion de derivadas parciales de la Termodinarruca correspon­
de una segunda que se obtiene facilmente por permutacion de las variables. Esta
misma prcpiedad se demuestra en las ecuaciones de las teorfas elasticas y electrornsg­
neticas de la Iuz (H. Poincare, obra citada, pags, 15 y 25).

DOS ECUACIONES DE DER)VADAS PARCIALES DE SEGUNDO ORDEN

Segun la Termodlnamica se tiene para los calores especfficos:

c =.(�)8 T v

c [8(U + APV)]8T p

Se deduce facilmente:

(au) (8U (8P)c =

Tf v

= �)v 7f v

c = [5(U +APV)] = [6(U + APV)] (�)5T p sv p s T p

MuJtiplicando miembro a miembro estas cauciones y considerando Ia reJaci6n
conocida de Termodinamica:

C -c = AT (!.E.) (.!:!_)8T V 8T p
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obtenemos:

35)
Cc·AT 6U 6(U+Apv)

=--.

C-c 6p 6v

Segun la Terrnodmamlca se tiene para la diferencial de la entropla ,

dT

(
6v

)dS=C--A - dp
T 6T p

35)'

de donde se deduce

C (6S)""f= 6T p

C

( 6S)T 6T.
de donde:

C

(
as

) (
sv

)-=r=Tv""prrp
c (6S)(6P)T=ap.6T.

Multiplicando miembro a miernbro estas ecuaciones y considerando la rela­
ci6n conocida:

C-c=AT � s v

6T 6T

obtenemos:

36)
ACe

( 6S) (6S)T(C-c)
=

� v ---;;;-
p

Hacienda:

37)
a=(AP+ 6U)�6v 6p

fJ=
6S 6S
-.--

6p 6v
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obtenemos de 0 S) y (J6):

La primera ecuaci6n (38) nos da:

(IT) a IfJ, sv I I", Iv
2T - =------+- ----

3S p fJ' Iv 6S fJ s v 6S

y por consigulente:

De las ecuaciones (35') se deduce:

(!2.) = .!_
65 v c

de donde se obtiene:

y la ecuacion (39) puede escribirse:



Si hacemos:

41)

Dos 'CWlCionu T.rmodin6mictU

I

(&fJ
sv &a

&p)------

fJ &v as &p as
G=---------

obtenemos Jas des ecuaciones sigulentes:

2A I (h &p &a

&v)=- -----

a &p &S dv &S(G+ I)YafJ

Transfonnemos 10 2.' ecuacion (42); los dos principios nos dan:

De donde:
Td6=dU+Apdv

T=
(-¥i),

(:� )v= (�)&p v

y considerando (38) obtenernos:

a (-w )'
-=

(:: )'
De esta ecuacion y de (37) se deduce:

&S YafJ

,

-=--

&v au

&p

-=

&U
Ap+­

av
6p

JJJ
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Reemplazando en
&5

la 2," ecuacion (42) estes valores de-- y
6p

�5 '

-obtenemos
6v

42')
2A

G+l

Segun L" ecuaci6n (37),

( 6U) 6U
a= Ap+- -

s v s p

De las des ultimas ecuaciones se deduce finalmente la primera ecuaci6n de
derivadas parciales de segundo orden:

43) (A �» ol'U _(�)' 6'U
=

A (l-G)(A 6U) 6U
p+

6v 6p' 6p 6v' G+l p+
s v 6p

Segun la primera ecuacfon (37),

65 65
(J=-­

op 6v

L1evando este valor en la primers ecuaci6n (42) obtenemos Is segunda ecua­

cion de derivadas parciales de 2.0 orden:

43') 2AG

que se puede escribir reemplazando los valores de a y (J dados por (37):

.'5 .'5

44) ZAG

LA FUNCTON G Y LOS CALORES ESPEcir ICOS

La segunda ecuacion (38) es:

ACe

c:=;=�



Haciendo

44')

obtenemos:

de donde-

Dos ecuacione« Termodinamiau

Cc �
--=Z=--
c-e A

(h) ( 6z ) I 11a [6� 6p 6� 6V]!; r !; .= 2A y� apTs-a;-"!;
I 1/13 [6a 6p 6a 6v]+ 2A Y -;-" ap�-��

y considerando ecuaciones (42) obtenemos:

de donde:

45)

( 6Z) (6Z ) G I

� y- � p

=-

G+I
+

G+I

( 6Z) (h) I-G

� .: To"".= I+G

Segdn los dos principios de Termodinamlca:

( 6T) T

as p"'C

(:�)y = :
Por otra parte, se deduce facilmente:

(h) (h) (6T) (6Z) T

To"" p

=

6T • !; •

=

6T .C

(6Z) (h)(6T) T(6Z)� v

=

6T v !; v

=

7" rr y
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L1evando estos valores en (45) obtenemos la mteresante relaci6n:

46) (*)p]=�C I+G

siendo, segun ecuaci6n (44')

Cc

z=C_c

Podrla creerse, por la demostracl6n dada anteriormente, que la ecuaci6n (46)
es una consecuencia de los dos principios fundamentales de Termodiniimica; sin

embargo se puede demostrar que ella es s610 una consecuencia del primer princi­
pio. En efecto, considerando el significado de a la ecuacion (42') se puede escribir:

6a 6",

6p 6v 2A
=--

6U aU G+ I
Ap+-

6p 6v

,

Ademas se tiene:

6a 6", 6T
--=-_.

'6p 6T 6p

6", 6" 6T
-=-'

6v 6T 6v

6U 6T
=c

6p 6p

6U ar
Ap+-=C-6v s v

Reemplazando obtenemos:

ZA
=

G+lc
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De (35) y (37) se deduce:

337

Cc
a=-- ·AT=z·AT

C-c

De las dos ultimas ecuaciones se obtiene finalmente la ecuaci6n (46).

OTRA FORMA DE LA ECUACI6N DE LAS DERIVADAS PARCIALES (43)

Podemos dar a la ecuacien (43) otra forma rnenos abstracta y que nos ser a
util en nuestro estudio. En efecto, se deduce filcilmente:

! (��)v =(:�)v(::)v =c(::)v
( �U)_[�(u+APV)](�T)_C�TAp+- - - - -

sv �T p &V p &v

47)

de donde se deduce:

48)

Puesto que T es una funcion de p y v se deduce:

6T 6T
dT=-dp+-dv

6p 3v

de donde con T constant. obtenemos:

&T

(�) -_!..'!...
s v T 6T

6P

luego, reemplazando en (48) obtenemos:

49) (��)v
=-

c (6V)C &p T
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Segun la Termodinarnica se tiene:

dQ=C(hT)dV+C(6T) dp
Bv p 8p v

y. por consiguiente, para una transformaci6n adiabatica se deduce:

C(6T)(!.!:_) = _

h p

6v s
C (!.I..)6p v

y reemplazandc en (49) obtenemos:

50) (�). c

(6v ) (6V )Ap+(6U) =C � T

=

6p s

6v p

Considerando esta relaci6n, la ecuaclon de derivadas parciales (43) se puede
escribir en la forma:

51) A(l-G). (�)I+G 6p s

Si conccleramos U en (unci6n de p y v la ecuaci6n (43) nos darla G en

funcien de P, V; fa ecuaci6n (5J) siendo de 2.° grado en (�) nos darla enton-
6p s

ces dos valores de ( :; )�
De eeuaciones (47) se deduce:

52)

NOTA.-En gases y s6lidos se puede aceptar G eonstante. En un s6lido ( :; )5 ee eprcxl­

mademente constance. Con estes hip6tesis para d s6lido la ecuaci6n (5'1) es integrable. A 18 hi..

p6tesis (�) constante corresponde rtguroeamente (!j = 0, como 10 demostraremoa mas adelan­
ap S

teo La relaci6n exacta entre U, P. v para G ccnstence se cbtiene resolvtendc ecuaci6n (4J).
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Sea:
F (p, v, T) = 0

una ecuacion de estado dada; para deterrninar la funcion G que corresponde a

esta ecuacion se puede proceder en la forma siguiente. Se deterrrunara por el calcu-
10 uno de los calores especlficos. Asi, por ejernplo, podemos deterrninar el calor

especifico a volumen constante c empleando la relacion conocida de Termodina-
mica:

(�) =AT(�)6v T aT1 v

De la ecuacion de estado
.'p

deduciremos
a Tl

en funcion de v, T; reempla-

zando en la ecuacion anterior y efectuando la integracion obtenemos la expresion
del calor especifico a volumen constante c. La integracion introduce una funcicn
arbitraria de T; de la forma de esta functon la experiencia podrla decidir. En
eAnales del Institute de lngenieross de novlembre del afio 1938, peg. 591 hemos
determinado c para la ecuacion de estado de Clausius. Determinaremos en segui­
da el calor especifico a presion constante empleando Ia relacion:

.p
para 10 cual necesitamos deducir de .Ia ecuacion de estado los valores de

• T
Y

sv .'U
o T

. Aplicando despues las ecuaciones (52) obtendremos los valores de
• p' Y

.'L! .

--,
. Debera expresarse estas derivadas segundas en funcicn de dos de las va­

oV

riables p, v, T. Es necesario determinar en seguida (!..!:..) para 10 cual emplea-6v s

remos la relacion (50):

(Ov) C(8v)apS=CapT
Llevando, finalmente, los valores asl calculados en funci6n de dos de las va­

riables elegidas en la ecuaci6n (51) obtendremos la expresi6n de la funci6n G.
Se puede tambien deducir G empleando la ecuaci6n (46).
Empleando datos experimentales se puede deducir G. En efecto, el fisico fran­

ces Amagat ha dado para el anhidrido carbonico los valores de p, v, T; pero es

necesario completar esos cuadros por la determinacion experimental de uno de los

calores especlficos para cada sistema de valores de p, T. Es la experiencia que de­
beta decidir sobre el valor de la funcion G. Nosotros estudiaremos mas adelante
diversas htpotests que nos permit iran explicar algunas leyes particulares deducidas
en gases y solidos.




