Ing, Marcos Pedrero 5.

Dos ecuaciones de Termodinamica

(A la memoria de mi amigo Manuel Almeyda)
INTRODUCCION

En nuestro trabajo de investigacién en Termodindmica (s<Anales>, noviembre
y diciembre de 1938), habfamos establecido dos leyes cuya validez en los gases y
sélidos tratamos entonces de verificar por un pequefio anélisis.

Demostramos que se puede llegar a establecer la primera de esas leyes con las
dos hipdtesis siguientes, en un sblido (pag. 643):

1.» Que el calor especifico a volumen constante depende Gnicamente de la

z B s v
razén —— entre una funcién e del volumen especifico y la temperatura absoluta.

Las expresiones dadas por Einstein, Nernst, Lindenman, son de esa forma.

2.* Que la razdn entre el coeficiente de dilatacién y el calor especifico es inde-
pendiente de la temperatura. Es esta la ley descubierta empiricamente por Griin-
eisen.

Con estas hipdtesis se llega a una ley que es también vélida en los gases (pag.
591). Mas adelante demostraremos que la ecuacién de estado que corresponde a esta
ley es compatible con un gran niimero de ecuaciones de estado propuestas por di-
versos fisicos en los gases y que las consecuencias de dichas compatiblidades per-
miten confirmar su validez.

La validez de la segunda ley fué analizada en <Anales» (diciembre de 1938,
pag. 652) y un estudio més detenido que daremos mas adelante la confirma nueva-
mente en, los sélidos y gases. Habiamos obtenido esta ley por el estudio de dos
ecuaciones de derivadas parciales de segundo orden y que demostramos trasforman-
do las ecuaciones diferenciales de los dos principios fundamentales de Termodinami-
ca para transformaciones reversibles de un sistema homogéneo, pero sin introducir
ninguna hip6tesis restrictiva. Como no hemos encontrado en los tratados de Termo-
dinidmica estas ecuaciones de derivadas parciales hemos creido de interés dar su
demostracién y algunas aplicaciones en esta Memoria, Si elegimos como variables
independientes la presién p, y el volumen especifico v, estas dos ecuaciones de deri-
vadas parciales son las siguientes:
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En estas ecuaciones U es la energia interna, S la entropfa, G una funcién de

1 .
p, VYA = = siendo E el equivalente mecénico del calor, Segiin la Termodinémica

TdS =dU+Apdv
de donde se deduce:

(),

Eliminando G entre las ecuaciones (31} ¥ (32), obtenemos una ecuacidén que
con (33) nos da dos ecuaciones de derivadas parciales entre las cinco cantidades U,
Sp.v. T

Se deduce facilmente que si la energia intena U es dada en funcién de p, v
conoceriamos G por medio de ecuaciones (31) y entonces [a ecuacién (32) puede es-
cribirse en la forma:

-
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siendo M una funcién.conocida de p, v. Nosotros hemos demostrado que si S; es
una solucidn particular de esta ecuacién

34)

Sz = KLOgSl

siendo K una constante y Log un logaritmo neperiano, serd también una solucién
de dicha ecuacién Jo que es facil verificar:

De (34) v (32) se deduce:
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Por eliminacién de la funcién G entre esta ecuacién y la (31) obtenemos:
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Si se conociera una de las dos funciones G o M se obtendria por integracién
de dos ecuaciones de derivadas parciales U y S en funcién de p, v. La ecuacién de
estado se obtendria en seguida aplicando ecuacién (33). La integracién introduce
funciones arbitrarias.

Se podria pensar en designar estas funciones G, M, funciones caracteristicas,
pero ellas difieren de las funciones caracteristicas conocidas; asi, por ejemplo, éstas
llevan siempre como variables independientes una del grupo mecénico (p, v) y otra
del grupo calérico (T, S). Las funciones G, M tienen como variables independientes
dos del grupo mecénico (*)

En la primera parte de esta Memoria nos ocupamos de la demostracién de las
ecuaciones (31) y (32), damos también la demostracién de la interesante relacién:

3
( 7). _G9), i
C

TU+0oT

siendo Z=

El anélisis que hemos efectuado y que daremos en la 2.% parte de esta Me-
moria nos ha llevado a las conclusiones siguientes:

1-G
(1+G)T
términos del primer miembro de la ecuacién anterior y podemos entonces aceptar
con bastante exactitud la relacién:
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Gr
que es vélida rigurosamente para G = 1. Ya hemos sefialado que la hipétesis
G = 1 parece confirmarse en sélidos y gases. (Ver rAnaless, diciembre 1938, pag.

En los gases y sélidos el término es pequefio respecto a los dos

(*) Efectuando las transformaciones de las ecuaciones de derivadas parciales conforme a lo
demostrado en «Analess, julio 1937, obtendriamos dos nuevas funciones G' y M’; las variables in-
dependientes serian ambas del grupo calérico.
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632 y el andlisis que damos mas adelante en esta Memoria). Pero para justficar Ja
validez en los gases de esta hipdtesis hermnos tenido que emplear algunas ecuaciones
de estado propuestas por diversos fisicos o bien ecuaciones que difieren muy poco
de ellas, y se sabe que Planck dice en su obra de Termodinamica (traduccién espa-
ficla de don Julio Palacios, pag. 312) que ninguna de las ecuaciones de estado pro-
puestas hasta la fecha esta de acuerdo con el principio de Nerst. Pero es muy facil
demostrar que la hipdtesis G = 1 es compatible con el principio de Nerst, como
veremos més adelante. Por consiguiente hay otras ecuaciones de estado que dan
G = | y estan de acuerdo con el principio de Nerst.

Nota—En las ecuaciones de las teorfas elasticas v electromagnéticas de la luz
se encuentran propiedades analogas a las que hemos sefialado con motive de ecua-
cién (34). En efecto, se demuestra que conocidas 3 soluciones particulares de la
ecuacion fundamental se puede formar con ellas otras soluciones particulares (H.
Poincaré, Theorie mathematique de la lumiére, pag. 98).

Por otra parte, hemos dernoslirado en un trabajo anterior («Analess, Julio 1397
Péag. 237) que a.cada ecuacion de derivadas parciales de la Termodin&mica correspon-
de una segunda que se obtiene ficilmente por permutacibn de las variables. Esta
misma propiedad se demuestra en las ecuaciones de las teorias elasticas y electromag-
néticas de [a luz (H. Poincaré, obra citada, pags. 15 v 25).

DOS ECUACIONES DE DERIVADAS PARCIALES DE SEGUNDO ORDEN
Segtin la Termodinimica se tiene para los calores especificos:
r8U
c={—-—=
5T

U+ Apv)
€= [ §T ]p

Se deduce facilmente:

o= (7). -G LGR.
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Multiplicando miembro 2 miembro estas cauciones y consnderando I relacién
conocida de Termodindmica:

5p
C—c=AT ?T)v
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obtenemos:

35) Cc-AT U s(U+Apv)
C—e¢  &p ) Sv

Seghn la Termodinamica se tiene para la diferencial de la entropia.

dT sv
dS = L i
s=Cc% A(”)pdp
dec—-+ ( ) dy

35)

de donde se deduce

de donde:

c 83 5p
T ( ép )( s T
Multiplicando miembro a miembro estas ecuaciones y considerando la rela-
cién conocida:

ip ov

C—e=AT 57 57
obtenemos:

ACc 8S &S

3) T({C—c¢) = ( §p )v( v )p
Haciendo:
o= (A p+ — v

37)

58S S

= —e—i—

ép ov
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obtenemos de (35) ¥ (36):

T =%
8
38)
ACc —
C—c 8
La primera ecuacion (38) nos da:
2T 5T a &8 dp 1 da 3p
(as T T 8" sp 85 T8 sp @5

a 8. &v 1 ba év
8 sv &S g Ssv &S

y por consiguiente:

o (@GR R

De las ecuaciones (35) se deduce:

STy T
(5SV—C

de donde se obtiene:

() - (3] e e

y la ecuacion (39) puede escribirse;

_l.ré8 av 66 Jp 1 da b&p Sa &v
(av 5S  &p 85 a( T Thv 85

A
40) V-—_—;
o
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Dos ecuaciones Temul:dintfmicas
Si hacemos:
& ov da dp
B (av 8S §p 89S
41) G =

obtenemos las dos ecuaciones siguientes:

2AG 58 8v 58 8p
G+ DVas IE_TE"EE
2 _ da 8p  da v
(G+1)Vaﬂ "« \sp S  dv &S

Transformemos la 2.* ecuacién (42); los dos principios nos dan:

TdS=dU+Apdv
T= EU)
(5_5”,, 8S
: (ap)\,

y considerando (38) obtenemos:

De donde:

De esta ecuacion y de (37) se deduce:

38 _Vap
v BU
op

3s Vep
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ra—

§5 :
Reemplazando en la 2.* ecuacién (42) estos valores dea— y T obtenemos
p v

) 2A 1 [éa sU sa §U
2 G+1 _—[ap(p+ sv) ov sp
Seghin 1.* ecuacién (37):
sy
={A
«=(Ap+7) 50

De las dos Gltimas ecuaciones se deduce finalmente la primera ecuacién de
derivadas parciales de segundo orden:

P FU UV #U A(l— G)( 1§
43 Y D —_— 3 — ] —
) (Ap+ ov J &p* ip/J &V G+t \ + 5p

Segiin la primera ecuacién (37):

Llevando este valor en la primera ecuacién (42) obtenemos la segunda ecua-
cion de derivadas parciales de 2.° orden:

a‘s 5’ S

437)

2AG
o
que se puede escribir reemplazando los valores de a y B dados por (37):

5’8 5S

2AG
55)2 —(55) V sU 55 &S
—_ —_— G- ( —_— ___,._____
v 6p CHOYRAP + ip  &p bv

La FUNCION G ¥ LOS CALORES ESPECIrIcos

44)

La segunda ecuacién (38) es:

ACe

C._C=Va'_ﬂ
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Haciendo
C
44") I 7]
C—c A
obtenemos:
(az 1]/,,,53 dv 1 1/ 8 8a v
8s 2A Vg av as T 2Aa ¥ T v as
A= 2, tyES
V=Aﬁaa 2Aa6p65
de donde*

(8- () 3

y considerando ecuaciones (42) obtenemos:

G 1
( ) ( =—G+a ToH
de donde:

2 ()(

Segtin los dos principios de Termodinamica:

(A1) T
&s C

()=

Por otra parte, se deduce facilmente:
el ) (“)—T-
P ET P C
(F)L -G -6
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Llevando estos valores en (45) obtenemos la interesante relacién:
o T[( 7). Gr )]

siendo, segln ecuacién (44)

=7

+G

Podria creerse, por la demostracién dada anteriormente, que la ecuaciébn (46)
€s una consecuencia de los dos principios fundamentales de Termodinémica; sin
embargo se puede demostrar que ella es sélo una consecuencia del primer princi-
pio. En efecto, considerando el significado de « la ecuacion (42°) se puede escribir:

Sa b

ép v 1A
sU sU T G+1
TN T

L]
Ademas se tiene:

e b C—

&U e §T
ip - ip
sU 5T
e =0 —- .
Ap+ v év

Reemplazando obtenemos:

()( . 2

eEY
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De (35) y (37) se deduce:

Cec

—cC

AT =z-AT

o=

De las dos Gltimas ecuaciones se obtiene finalmente la ecuacién (46).

OTRA FORMA DE LA ECUACISN DE LAS DERIVADAS PARCIALES (43)

Podemos dar a la ecuacién (43) otra forma menos abstracta y que nos seri
Gtil en nuestro estudio. En efecto, se deduce facilmente:

G- GR). (). G2,
(o3-S () 955
48) (5U —c aT)

po+()] cGe

Puesto que T es una funcién de p y v se deduce:

47)

§T 5T
dT—-——d +——dv

de donde con T constante obtenemos®

L
ip ) _ dv
v/t 8T
5p
luego, reemplazando en (48) obtenemos:
(), 3T
49) = e _ _"(_:_ v
é 0T &
(Ap =y C— P
v
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Segin la Termodindmica se tiene:

ET) (BT)
= —}d —
dQ c(“ dvte(5), dp

y, por consiguiente, para una transformacién adiabética se deduce:
( 5T
(5.~ — —+
( 5T
ép
¥ reemplazando en (49) obtenemos:

(GU
()c()()s

Considerando esta relacién, la ecuacién de derivadas parciales (43) se puede
escribir en la forma:

) e (e A ().

Si conociframos U en funcién de p y v la ecuacibn (43) nos daria G en

50)

v
funcién de p, v; la ecuacién (51) siendo de 2.¢ grado en (E)S nos daria enton-

dv
ces dos valores de (—) .
ip Js

De ecuaciones (47) se deduce:

5T
a’U ‘5( ¢ 5p
T ip

8T
y =5(C‘57
: dv

3v
NoTa.—En gases y stlidos s¢ puede aceptar G constante. En un sblido (a—p—)b ea aproxi-

52)

madamente constante, Con estas hipbtesis para € sblido la ecuacién (51) es integrable. A la hi-
3v
potesis (E)scomrmu corresponde rigurosamente G = o, como lo demastraremos més adelan-

te. La relacién exacta entre U, p, v para G constante se obtiene resolviendo ecuacion (43).



Dos ecuaciones Termodindmicas 339

Sea:
Fp,v.T) =0

una ecuacién de estado dada; para determinar la funcién G que corresponde a
esta ecuacién se puede proceder en la forma siguiente. Se determinaré por el calcu-
lo uno de los calores especificos. Asi, por ejemplo, podemos determinar el calor
especifico a volumen constante ¢ empleando la relacién conocida de Termodina-

(52 ~ar(22),

5
De la ecuacién de estado deduciremos Tz en funcién de v, T ; reempla-

zando en la ecuacién anterior y efectuando la integracién obtenemos la expresién
del calor especifico a volumen constante ¢. La integracién introduce una funcién
arbitraria de T; de la forma de esta funcién la experiencia podria decidir. En
«Anales del Instituto de Ingenieros» de noviembre del afio 1938, pag. 591 hemos
determinado ¢ para la ecuacién de estado de Clausius. Determinaremos en segui-
da el calor especifico a presién constante empleando la relacin:

meent(22), (30,

. ép
para lo cual necesitamos deducir de la ecuacién de estado los valores de —— ¥

5T
dv Y
3T + Aplicando después las ecuaciones (52) obtendremos los valores de ‘Ep—z y
#U
o Deber4 expresarse estas derivadas segundas en funcién de dos de las va-
v

ép
riables p, v, T. Es necesario determinar en seguida (-‘5—)5 para lo cual emplea-

R
ép

Llevando, finalmente, los valores asi calculados en funcién de dos de las va-
riables elegidas en la ecuacion (51) obtendremos la expresién de la funcion G.

Se puede también deducir G empleando la ecuacién (46).

Empleando datos expérimentales se puede deducir G. En efecto, el fisico fran-
cés Amagat ha dado para el anhidrido carbénico los valores de p, v, T; pero es
necesario completar esos cuadros por la determinacidn experimental de uno de los
calores especificos para cada sistema de valores de p, T. Es la experiencia que de-
ber4 decidir sobre el valor de la funcién G. Nosotros estudiaremos més adelante

diversas hipétesis que nos permitiran explicar algunas leyes particulares deducidas
en gases y solidos.

remos la relacién (50):





