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trabajos virtuales
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Nota del traductor

S muy conocida la ¢lasificacidn que se hace en el Curso de Resistencia de
Materiales de los sistemas eldsticos en estaticamente determinados o isos-
téticos y estaticamente indeterminados o hiperestaticos.

En ¢l céleulo de los sistemas hiperestaticos, que son frecuentisimos en
la Ciencia de las Construcciones, hay que considerar las propiedades elasticas de
tos materiales que forman la estructura resistente para obtener las ecuaciones que
no puede dar la estltica para el céileulo de las incégnitas hiperestaticas Las
ecuaciones asi obtenidas, comhinadas con las que proporciona la estatica (ecua-
ciones de proyeccidn y de momentos) permiten resolver el célculo de un sistema hi-
perestatico.

Las ecuaciones que hacen intervenir las propiedades eldsticas de los materiales
pueden obtenerse cen la aplicacién de dos métodos importantisimos, ¥ que, desgra-
ciadamente, no figuran en el programa de estudios de ia Escuela de Ingemer;a de la
U. de Ch, que citames aqui por haber hecho en ella nuestros estudios.

Uno de estos métodos se basa en el teorema de los trabajos virtuales y el otro en la
teoria de la elipse de elasticidad. Ambos toman en consideracién las deformaciones
elasticas del sistema en estudio, y se diferencian en la manera de interpretar y de
considerar las deformaciones.

En el método de los trabajos virtuales se consideran las deformaciones en su
conjunte y acompafiadas de un trabajo de deformacién. Si se iguala el trabajo vir-
tual de las fuerzas exteriores, se podrén escribir entre las magnitudes hiperestaticas
tantas ecuaciones lineales independientes como magnitudes haya, con lo que se habra
resueltc el problema.
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El método de los trabajos virtuales, basado exclusivamente en principios de
mecénica racional, tiene caricter analitico. Se sirve, ademés, de numercsos teoremas
derivados del de los trabajos virtuales, tales come los de Clapevron, de Betti, de Cas-
tigliano y de Maxwell Este método es el que se explica en los capitulos que siguen,
traducidos de la magnifica obra didactica del Ing. Profesor Camilo Guidi: Leziont
sutle Scienza delle Costruziont, Torino, 1929,

Esperamos que en un future préximoe podremos dar a conocer los fundamentos
y algunas aplicaciones del segundo método de célculo de los sistemas hiperestaticos,
llamado teorfa de la elipse elasticidad, Este método fué tratado primero por Culi-
marnn, y en seguida W, Ritter le did un desarrollo impuortantisimo.

Si consideramos un punto de la estructura resistente, podemos establecer que
sufre un desplazamiento, por efecte de una fuerza dada, que act(a sobre él a través
de una ligazon rigida. Este desplazamiento puede considerarse como una rotaciéon
en tormo de un punto, que es su centro instdntaneo de rotacién. Al hacer lo mismo
con los diversos puntos de la construccion se ohtendrin otros tantos centros instan-
tdneos de rotacion, los cuales forman con las fuerzas dadas un sistema polar, cuya
conica fundamental es imaginaria; pero si se toman los puntos simétrices de fos cen-
tros instanténecs de rotacion respecto al punto central, se obtiene otro sistema polar,
cuva confea fundamental es una elipse, determinada por el <peso elasticor de la es-
tructura.

El métedo de la elipse de elasticidad utiliza esta propiedad para determinar las
inchgnitas de los sistemas hiperestaticos, apovéndose en consideraciones de geome-
tria superior o proyectiva.

Yaco Rovano A
Ingeniero de Puentes. FF. CC. dd Estado,

A) —ESTRUCTURAS ENREJADAS

§ 1. ESTRUCTURAS ESTATICAMENTE  INDETERMINADAS, DETERMINACION DE LOS
ESFUERZOS EN LAS BARRAS

1. Toda estructura enrejada (fig. 1a) cuyocs esfuerzos en las barras sean estati-
camente indeterminados, sea por la presencia de barras superabundarites, sea por las
condiciones de apoyo, las que incluyen ligazones superabundantes, puede reducirse
a una estructura estiticamente determinada que se llama estructura principal (fig,
1 €} si se suprimen las barras v las ligazones superabundantes. Las barras y los ape-
yas de la estructura principal se llaman elementos esenciales de la estructura.

Imaginemos que en una estructura estiticamente indeterminada se suprimen las
barras superabundantes, ¥y para gue no se altere el régimen en los esfuerzos de las
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barras restantes, imaginemos que se
reemplazan los esfuerzos interiores de las
barras suprimidas por esluerzos exterio-
res incdgnites equipolentes con  ellos,
aplicacdcs en les nudes de la estructura
que estaban unides por estas barras (Ng.
I b); andlogamente, consideremos como
fuerzas externas incodgnitas las reaccio-
nes de apovo superabundantes. Es ciarc
entonces que los esfuerzos en las barras
de la estructura considerada y las reac-
ciones de apoyo correspondientes podran
expresarse en funcion de las cargas da-
das y de dichas fuerzas incégnitas, que . c)
designaremos con X/, X*, X" .. Y

estas funciones deben ser lineales, porque

en las ecuaciones de equilibrio todas las &

fuerzas entran exclusivamenite en primer 4
grado. En general puede establecerse
que: Fio. L.

Los esfuerzos S en las barras y las reacciones C de apoyo de una cstruciura
estdlicamente indetermingda pueden expresarse en la ferma:

S =z SO _I_Sf Xf_i_S” X!}+S’ff Xf”_’_‘ .

i .

) CmCo +C X7 XPHCm X4

en la cual X', X7, X .. representan cantidades estticamente indeterminadas;
So v Co representan los esfuerzos y las reacciones de la estructura principal, v por lo
tanto, son funciones lineales de [as cargas P Unicamente; 57, 5%, C!, C”...

independientes de las incognitas X v de las cargas P, y precisamente, 5' y C son los
valores de § v C cuando se supone X =1 y se hacen cero todas las cargas v las otras
cantidades X”, X'..., hipdtesis que designaremos con el nombre de solicitacidn
X'=1I. Anflogamente, 57, C” son los valores de S y C para la solicitacion X" =1,
etc. Los esfuerzos 57 estén en equilibrio con las reacciones Cf, los 5 con las €7, los
57 con las C¥, ete.

Las expresiones (1} valen tanto para las barras y reacciones esenciales como pa-
ra las superabundantes. Asi, p ej., si X" representa el esfuerzo de una barra supera-
bundante, a cila le corresponden los valores So =Q, $'=0, 5%=1, 3”=0Q,... y
por lo tanto S=X".

2. EjempLo~-Ea estructura representada en la fig. 2, unida per rétulas en los puntos Bty C de
una pared y apoyada en un soporte AD articulado por una rétula en los extremos, se hace estatica-
mente determinada cuando se suprime el soposte. Designemos con X la reaceidn del soporte e imagi-
nemoes aphcada en A yna {uerza exterior equipclente de X; entonces el esfuerzo en una barra cu alquie-~
ra de la estructura dada, p. €., en la barra EF queda determinado, segtin el mérodo de Ritter, por fa
ecuacién
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Xd—P, a:“"Pzas‘_p3a3""‘Sh=O

de donde
Px !I[+P: Uz +P3 ai d
S=— B +X
en la cual
P.a,+PaaatPaa;
—_ 7 =Sg

representa precisamente el esfuerzo producido en la barra cuanda X =0, o sea cuande faltase el so-
perte AD ¥y )

d <
h
es precisamente €l esfuerzo producido en la estructura cuandc estuviese solicitada exclusivamente
por la fuerza X=1.

3. CALCULO DE LAS CANTIDADES X ESTATICAMENTE INDETERMINADAS.—Supon-
games que la estructura dada sufra una deformacién pequefifsima, debido a la cual
la longitud s de una barra cualquiera varfe de la cantidad A s, un punto de apoyo
cualquicra sufra un desplazamiente A ¢ en direccién de la reaccién correspondiente
C. v el punto de aplicacién de una carga cualquiera P se desplace de la cantidad &
en direccion de P. Siempre que las cantidades A s, Ac¢ y § sean geométricamente po-
sibles v pequenisimas es valido el teorema de los trabajos virtuales; o sea, el trabajo
virtual producida por las fuerzas externas a consecuencia de las deformaciones su-
puestas es igual al producido por las fuerzas interiores, porgue las primeras equi-
libran a las segundas, o sea es vilida la ecuacion

(2) IPI+ZCAc=ZS5As
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Y en efecto, para el desplazamiente virtual correspondiente a un nudo cualquie-
ra, la suma de los trabajos virtuales producidos por las fuerzas que se cortan en ese
nudo {fuerza externa si la hay, y esfuerzos interiores en las diversas barras) debe ser
nula, estando en equilibrio el nudo. Anflogamente, debe ser nula entonces la suma
de todas fas sumas andlogas, correspondientes a los diversos nudos. El esfuerzo in-
terior en una harra cualguiera figura en dos términos de esa suma que facilmente se
pueden reunir en uno, )

Sean AA/, BB (fig. 3) los desplazamientos de dos nudos unidos por la barra

AB, de manera que A’ B represente la nueva posicidn tomada por la misma barra.
Recordando siempre en la aplicacidn de este princi-
pio de mecénica que los desplazamientos son peque- . ‘Ng-
fiisimos, es licito considerar las dos posiciones de la '_ '
Barra como si tuviesen la misma direccidn, y enton- b a4
ces, siendo AA”, BB” las provecciones de los despla-
zamientos mencionados en direccidn de la barra AB,
el trabajo virtual realizade por las dos fuerzas S que ¢jerce la barra sobre los dos
nudos quedara dado per

Fi16.3.

— 3 (AA” + BBR7)

pero la suma entre paréntesis, por lo que se ha dicho, debe considerarse igual a la va-
riacién A s de longitud experimentada por la barra; por consiguiente, el trabajo re-
sulta igual a — S A s y entonces para toda la estructura se tendri

ZP4+ZCAc—Z25As=0
La (2) en virtud de las (1) puede escribirse rambién
(3} ZIP64+ZE (Co+UX'FC" X" +...) Ac=Z (So+5X'+5X"+...) as

Esta ecuacién rige para valares cuolesquiera de las cargas P v de las contidades
K X? .., estdticamente indeterminadas, luego, para las solicitaciones X/=1,X"=1,...
nos da respectivamente

ECTAc=Z5 A
{4 TCTA=ZS"As

Estas ecuaciones, que son tantas como valores de X haya, v Ios contienen im-
plicitamente, como se vera ahora, sirven para determinar estas incdgnitas cuando se
le atribuyen 2 A c y A s los valores que efectivamente se prodiucen en la estructura
dehido a la condicién de carga dada.

Obsérvese que las expresiones (1) son vélidas para valores cualesquiera de las
cargas P y de las incignitas X, se tiene entonces

- 9 o 95 o, . 9C ., eC
axX! T axr T ex T axt

P
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v entogcees las (4} pueden escribirse

22C

ax

)] EBC_
aX”

Estas ccuaciones podrian obtenerse de la (2) tomando las derivadas parciales
respecto a las variables independientes X/, X”,... chservande cue 8, Aec, As v P,
como son arbifrarias, deben considerarse comn constantes en esta operacién.

4. DESPLAZAMIENTCS As Y A c—-Admitido que la estructura ne caté sufeta a
esfuerzo alguno, para una determinada temperatura, v arntes de que acten las car-
gas, la variacién A s que sufre la longitud de una barra s cualguiera a consecuencia
del esfuerzo 5 producido en ella por la condicidn de carga dada, v por un aumento
de temperatura de t grados, igual para todos sus puntes, queda dada por:

Sy
(N As=ﬁ+a£s

By
o también, poniendo para simplificar —= = r

EF

& As=Sr4ats

Los desplazamientos A ¢ de los apoyos pueden clasificarse en desplazamientos
eldsticos, casi siempre expresables exectamente en funcidén de las reacciones corres-
pondientes, y en sentamienios, dificilmente avaluables a priori. Si se trata del estudio
de una construccidn ya ejecutada, los sentamientos, si existen, podrin determinarse;
si s¢ trata, en vez, del proyecto de una obra nueva, en general se suponen nulos los
sentamientos, salvo que en la ejecucién del trabajo se tomen todas las precauciones
para que, si no son nulos tales sentamientos, resulten por lo menos pequeriisimos.
En los sistemas estéticamente indeterminados aun los pequefios sentamientos de los
apoyos pueden producir notables variaciones en el régimen de los esfuerzos interncs
de la estructura, como p. €j., en la viga continua para pequefias desnivelaciones de
los apoyos. Si tales sentamientos no son exactamente avaluables, o no se pueden ha-
cer tan pequefios para poderlos despreciar, hay que evitar el empleo de estructuras
estéticamente indeterminadas. Si Jos apoyos estuviesen absolutamente [ijos, o fue-
sen méviles sin frotamiento, las ecuaciones de condicién que deben satisfacer las in-
cognitas X serfan:

(9 T5A8s=0 Z5%4As5=0,. .....
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5. EjempLo [ —La fig. 4.2 representa el esquema de yn arco enrejado triangular impostado con
rétulas en A y B, solicitades por fuerzas P de direccién cuslesquiera y sujeto a variaciones de tempe-
ratura. Elarco seria por si mismao una estrictyra estrictamente indeformable y por lo tanta, estatica-
mente determinado; tas condiciones de apoya incluyen una ligazén superabundante. En efecto, si
reemplazamos una rétula, p. ¢j., la B. por un
apayo mévil, obtenemos la estructura estética-
mente determinada, estructura principal, repre-
sentada en la fig. 4b. Imaginando descompuestas
las reacciones de las dos, rétulas en compoenentes
verticsles A y B v en componentes Ha, He que
tengan como linea de accién comin la cuerda
AR, v designando con a ¥ b, respectivamente las
distanicias de uma fuerza cualquiera a las rotulas
AyBycon | la proyeccién horizontal de la
cuerda, se tiene evidentemente:

ZPh =Pa
A= , B=—-
{ {
Ha = Xsece—FHo
Hg =--Xsece

si representamos con -X (incognita hiperestética)
la componente Horizontal de H y con Ho {consi-
derado positive en el sentido de A a B) una fuer-
za igual y opuestz a fa suma algebraica de las
proyecciones, hechas en direccién vertical, de las
fuerzas P sohre la cuerda AB.

Si el arco esté solicitado por cargas verticales,

desaparece Ho y por consiguiente, Ha v Ha re-
sultan dos fuerzas iguales y opuestas, de valor
absoluto X sec &

Habiendo determinado los esfuerzos 5g en
la estructuga principal con un diagrama cremo-
niano, supongamos en seguida la estructura completamente descargada y sin peso ¥ apliguemos a
las rétulas de imposta (fig. 4 ¢) dos fuerzas de intensidad | sec & actuando segin la cuerda, y diri-
gidas hacia afuera (solicitacion X = -1}y determinemos con otro diagrama reciproes los esfuezosr
oorrcspondlentes S’ en las barras. Los esfuerzos efectivos S quedarfn dados entonees por la relacion:

(10 S=8,— S&'X

Para determinar X basta escribir la ecuacion de los trabajos virtuales para ia solicitacién X = -1
v para los desplazamientos efectivos. Si a consecuencia de la carga y de la variaci6n de temperatura
ceden las impostas de manera qug la luz horizontal [ del arco sufra un aumento A {, aquella ecua-
cién es:
an 1.A[=Z5A¢s

o sea, en virtud de (8)

Al=2SSr4ZaiSs
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¥ por la {10)
Al=25:5r—X2S"r 4+ 2 atSs
de donde

_ 2SS r+ZatSs—Al

{12 X i
{2 TS '

6. Observemos de una vez por todas que el calculo de las estructuras estitica-
mente indeterminadas supone el conccimiento de las secciones de las barras, las
cuales se conocen solamente cuando se trata de un célculo de verificacién, Si se tra-
tara de un cileulo directo, cuyo objeto es precisamente, determinar dichas secciones,
convendré proceder por tanteos, ajustdndese a los datos de construcciones ya ejecu-
tadas en condiciones semejantes. Si la temperatura queda constante v los despla-
zamientos de los apoyos son nulos, es suficiente, como resulta de la (12), conocer la
razén entre la magnitud de las secciones de las diversas barras, v esto en un primer
céleulo puede preverse con una cierta aproximacién, y en algunas casos puede su-
ponerse también igual a la unidad.

En una estructura estéticamente determinada un defecto de morntaje o una varia-
cidn de temperatura uniforme para todas las barras, ¢ también distinta para las di-
versas barras, o limitada a una o algunas barras, no produce esfuerzos interiores
independientes de las cargas. En efecto, siendo el sistema estrictamente indeforma-
ble, o sea tal que suprimida una barra se convierte en deformahle, no encuentra obs-
taculos para tomar la nueva forma correspondiente a las longitudes variadas de las
barras. Tratdndose de sistemas estiticamente indeterminados, una variacién de
temperatura puede producir esfuerzos interiores, como resulta det gjemplo tratado
ahora (no los produce en todos; p. €., en las vigas continuas ordinarias de apoyos
méviles, una variacién uniforme de temperatura no genera esfuerzos).

Si la variacion de temperatura y el coeficiente & de dilatacién tienen el mismo
valor para todas las barras, se puede sacar estas dos cantidades fuera de la suma-
toria Zatd’s y la 28 s tiene en general un valor muy sencillo; asf en el ejemplo de-
sarroflado, si en la ecuacién (11}, que subsiste para valores cualesquiera de Al y A s,
siempre que sean geométricamente posibles y pequefifsimos, hacemos As=ws,
A =wl, stendo » una fraccién propia pequeiiisima, 0 sea, suponemos que la estructu-
ra se medifique muy poco, de manera que tome una forma semejante a la primitiva,
la ecuacidn se transforma en

wl=wZSs
de donde
[E3] 285 =1

Si la variacién de temperatura se limita sclamente a algunas barras, la suma-
toria Zert 5's del numerador de la (12) se limita a éstas naturalmente. Los efectos
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producidos por un defecto de montaje o una variacién de longitud de barras, produ-
cida mecanicamente se avalGan como los generados por una variacién de tempe-
ratura; en efecto, si p. ej., una barra tiene un acortamiento A s respecto a la longi-
tud que debiera tener, y por lo tante hay que forzarla en el montaje, se producen
los mismos efectos come si en [a barra se produjese un acortamiento térmico

awts=As

7. Eyemrro LL—La figura § o representa una viga enrejada atiesada por una cadena de suspen-
s6n (una de las estructuras de un puente suspendido rigide). La viga estd unida a la cadena por
medio de tirantes verticales, ija en un extremo y anclada y mévil horizontalmente en el otro; de ma-
nera que siendo verticales las cargas, son verticales también las reacciones A y B. La cadena estd sus-
pendida sobre los soportes AA', BB v en seguida snclada contra los macizos de retencitn.

B-

TRy

F |G_5.

Desigaemos con X la tensién horizontal, constante en la cadena de suspensidn; si es nula es cero
también el esfuerzo en todos los trozos de la cadena y por lo tanto es cero también el esfuerzo en los
tirantes de suspensidn; se obtienc asf como estructura principal la viga enrejada simple de la fig. 5h.
Sentado esto los esfuerzos en las diversas barras pueden escribirse bajo la forma.

(14) S=5—8%X

siendo S’ los esfuerzos producides por la solicitacion X = -1, {a que se verifica cuando se supone ge-
nerada en cada trozo de la cadena una presion, cuya componente horizontal sea = 1. La ecuacion
para el cileulo de X, cuando se suponen las fundaciones de albaiileria absclutamente rigidas, es la
siguiente.:

8
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O=Z8As
5 sea

Q=zS(Sr+ ata)
vy por la (14)

O0=Z2S5:8r—X2S"r+Za:ils
ia que da

ESeS r 4 Zats
F &2,

X =

Los esfuerzos S, y %' se obtienen rApidamente construyendo dos diagramas reciprocos (la fig.
# ¢ representa la mitad del diagrama de los 5'). Los sopertes y las cadenas de retencidn se consideran
raturalmente como parte integrante de la estructura.

8. ByeMpLo 11§ —ia gran cimbra representada en la fig. 6a estd fija en A por una rétula y mévil
en B, estéd sujetaen D yen E por columnas articuladas en sus extremos con rétulas sin rozamiento,
Supongamos que las cargas tienen qm direceitin C‘.ldlqdlcr 1, sean A v B las reacciones verticales de
los apoyos extremos, sea Ho la reaccidn horizontal delapoyo A, y sean X' y X" las recacciones dadas

por las columnas

c

)
B

.




Cdleulo de sistemas hiperestiticos 777

Suprimiendo fos dos sostenes intermedios se obtiene la estructura principal estaticamente deter-
minada, representada en la fig. 115 b, para la cual se saben determinar las reacciones A, 3% He ylos
esfuerzos S de las barras, construyendo un diagrama reciproce,

Anulemos ahora rodas las cargas P y 1a reaccién X", v hagamos X'=-—1; resulta la condicién
de zarga representada en la fig. 6 c. Los esfuerzos correspondientes 8 en las barras se determinan
sen otro diagrama reciproco.

Anulemos ahora todas [as cargas P y Ia reaccién X/ N lijagamos X" =—1, se obtiene entonces la
condicién de carga representada en la figt d v los esfuerzos S se determinan canstruyendo un ter-
zer diagrama reciproco. Si la estructura es simétrica, este diagrama es simétrico del precedente.

Ahora, para determinar X’ y X’ basta escribir las ecuaciones de los trabajos correspondientes
a lus solicitaciones X'=—], X" =—1 para los desplazamientos efectivos. Ahipra, suponiendo que a
consecuencia de la deformacién de los soportes intermedios, los puntos de apoyo D y E bajen 8, v
£, respectivamente, despreciando los sentamientos de la construccion de albahileria, se tiene para le
solicitacion X'=--1 la ecusacién de los trabajos virtuales:

1-6:=Z5As
Analogamente, se obtiene para la solicitacién X7 = —1:
1-5:=25"A5
o sea, en virtud de {(B)

=I5 (Srd4ars)
¥ siendo 6:=25" (Srtats)

S=5—8& X 5" X"
se tiene también

(15) H=E865" r—X'28%; —X'ES S +FaiS s
: =288 r— X'Z8'S" - X"Z8%r +ZatSs

Ahora, indicando con E,, a¢ ¢ s¢, Fe, 5 el madulo de elasticidad, 1o dilatacidn térmica, el dres

- - . . 5
de 1a seceidn transversal y la longitud de las columnas respectivamente, ¥ poniendo r, =— - ge

E. Fe

tendri:

O =X’ re — ag tc S
§2= X" e —~ac lc S¢

¥ entonces las (15) se convierten en

X(re +2804X"25'5%, =35, Srdoctese +TatS s
X' 2SS r+X" (re + 28" 1) =% S, St actose +XatS%s

gue sirven para determinar X’ v X",
_(Continuard‘!.





