
M. Pedr-er-c

Una formula en vtsas contt­
rruas y su aplicacion practfca

INTRODUCCION

EN
Ios MALES lei hace poco un Interesarite estudio sobre vigas continua",

de don Pedro Errazurtz. En el el autor deduce las principales formulas
interpretando los graficos de Ritter y en seguida traduce esas formulas en

abacos para facilitar su aplicacion practice. Me propuse entonces escribir

alga sobre vigas continuas, perc tomando el terna bajo el punto de vista analitico.

Resal, en su obra <Stabilite des Construtlons», hace notar Ia importancia de
ciertos eoeficientes que dependen unicamente de Ia Iua de los diversos tramos de
la viga continua; esos coeficientes los designa can las letras v, w, {J, Y 'Y Y su

calculo se hece facilmente y pueden ser tabulados. Obtenidos estos coeficicntes

para la viga en estudio, ya no es necesario recurrir mas a las ecuaciones de Cla­

peyron Yo he observado la importancia de otros coeficientcs que como los ante­

riores s610 dependen de la Iuz de los diversos tramos, y que se deducen facilmente
de los v y w de Resal: los designc *

par a y 0. Entonccs yo demucstro qUI? cl

momento en un apoyo cualqulcra de una viga de tramos desiguales y can una

distribuci6n cualquiera de fuerzas es dado par la formula

I)

siendo II Y w los valores correspondientes al apoyo considerado: aye magnitudes
caracterfsticas de cada tramo, y flnalmente R y S cantidades que dependen de las
fuerzas y de su distribucion en cada tramo y que tienen par expresi6n

R=2: Pu(l-u) [21-u-c-(I+uh]
I'(I -�)

Pu (I-u) [I + u-(2 I-u) �]
I' (I-p)

2)

• En vigas simerrtcas basta calculer V, {3, 1% puesto que invertiendo el orden se obtienen los
otros coeflcrentes r en efeceo, el co del ultimo tramo es Jgual al Y del prtmcro. el to del penulrfmo
rrarno igual 8.1 Y del segundo tramo. " 10 mismo secede con los demas cocficientes
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Para cada tramo cargado se debera determinar el valor de R si el tramo esta
a la derccha del apayo en que se va a determiner el memento, y el valor de S
si el tramo esta a Ia izquierda. La cantidad u en formulas (2) representa la dis­
tancia de cad a fuerra al apoyo de Ia izquierda. ("').

Vcamos ahora algunos casas particulates {**} bastante frecuentes en la prac­
tica. Sl algunos tramos llevan carga uniforme completa distinta de un tramo 8

otro podemos establecer la f6rmula correspondiente, reemplaaando en formulas (2)
P d u en iugar de P; efectuando Ia integraclon (***) entre los lfmites l y cero,
obtenemos:

I R�-¥-
S� pi'

4

y cntonces la ecuacion general (1) nos da

JJ

La primera Z correspondc a los tramos cargados a la derecha del apoyo y Is

secunda a los tramos de la izquicrda,
Supongumos que la viga lleva algunos t.ramos cargados y otros sin carga y

que los trnmos cargados llevan carga uniformc complete .b igual para tcdos, en­

ronces

4)

Si suponcmos edemas que la viga es de tramos iguales. se tiene

5) [ J pi'M= lIIa+wXo·'4
La aplicacion de estas formulas es muy sencilla puesto que los a y a han

side previamcnte calculados como los u y w.

Para una viga con cargas concentradas P segun una distribucion cualquiera

• Se podrfa pensar como el senor Errazurlz, en faclltrar- el cilcuto de R y S per medic de un

I
abaco Elfgiendo como variables - y r obtendriamos rfipldamante R. y Si en S reemplazamos

u

u por 1- u, deducimos que el mismo abaca podria utilizarse para S .

•• En vigas de tramos tguales, exceptuando el primer tremo con {3 = 0 y el ultimo con r= 0
si los nroyos {.Q Y ulrtmo son simples, los valores de {3 y r varian muy poco, entre 0,25 y 0,268
solamcnte .

••• Para carga uniforme Incomplete se hara la integraci6n entre los Ifmtres en que actus
dlcha carga.
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debera apllcarse ecuaciones (1) y (2). Los casos particulares considerados por
Kersten en las tablas de su obra <Construcciones de hormigon armada» (traduc­
cion espanola) pag. 775, dan

Y los cceficientes {:J y 'r se eliminan ; asf, per ej., ei case de tres fuerzas iguales can

u1=-
4

1
d�=_

2

J
uj=-i

4

y entonces se obtiene

2: u (1- u) [21-::u� (I + u)!L
1'(1-')')

!_5_1
16

Las tablas que yo he calculado y que acompafio al prescnte cstudio permiten
resolver no solamcnte los casos contemplados por Kcersten sino tambien tcdo

problema, cualquiera que sea 18 distribuci6n de las cargas. Acompafio varies ejem­
plos para indicar su apllcacion.

Sean ahara M; Y Ivlr+ 1 los momentos de apoyo en un tramo cualquiera. El
memento en una sccclon de estc tramo a la dtstancia X del apoyo M r se obtiene
per Ia relacicn conocida

l-r-.x Xi\1x = tvfx I + __ . NIr + - !\1r+ I
1 1

siendo M; I el memento de flexion producido en la seccion par IDs fuerzas que
obran sob:e eI tramo considcrado este como rrarno lndependicntc

Las longitudes de los diversos tramos se pueden expresar en funcicn de la

longitud l de uno de clfos, y as! tendrernos

Il=m,l

1,�m,11
I I
I I
I I

y entonces la formula (4) queda en la forma
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y se anotaran en la tabla los valores a m" y h m' para cada tramo. Designando
estos valcres por 0/ y 0' tendrfamos

M= (V;E a' + ,,;E,') p�.
10 que es rnuy c6modo para calcular vigas simetricas, caso frecuente en 18 practica.

LA YIGA CONTINUA Y EL TEOREMA DE CLAPEYRON

Consideremos una viga continua de n tramos, apoyos de nivel, momentos de

inercia constantes y apoyos extremes simples. Supongamos que Ja vlga se pro-­

longue (>II) mas ella del tramo n y escribamos las ecuaciones de Clapeyron en el

case que los n tramos no lleven cargas:

0)

Se deduce inmediatamente de las ecuaciones anteriores que todos los momen­

tos M" M, ,
.... , hi" son proporcionales a MI, es declr, al momento del se­

gundo apovo de la viga. Esta propiedad permite determinar los puntas fijos 0 1'0-
cos de Ia lzquierda de cada

tran-o. En efecto, llevando

(fig. 1) longitudes
AA'�1

c'

A

c

M,
88'= --

v,
M.

M,
CC'=-v,M.

I
I
I

Estas cantidades!v2> va' v4, ..•. Vn se calcuIan facilmente. En efecto, fa pri...

mera de las ecuaciones (6) nos da

(*) Se obtlene as! una de las series de Resal, la de los v que satisfacen a Ins eccectones ((.).
:';: ;j�,t;J que te 6ftima ccuecion escrfta de 1.'1 ser-e IIcva tees l"ermino..'!.
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M. 2(1.+1,)
v2=

-- =----- = BB'
MI I,

La segunda de las ecuaciones (6) de Clapeyron se puede escrtbtr dividiendc

por MI

M, M.>
I. + 2 (1.+1,) M,- + I, M,

= 0

Reemplazando en esta ecuacion el valor _0� obtenemos entonces el valor de
M,

M,
M,

Dlvidiendo la tercera ecuacicn (6) por M, y reemplazando en ella 10:'; va-

1\11 �1J M4,.
lares' de -- y __ obtenemos -- y asr sucesrvamente.

M, M, M,
Uniendo ahara A' can 81 obtenemos el punta fijo 0 foco F,; uniendo 6'

con C' se deduce el foco F� y continuando de Ia misma manera obtenemos as!

todos los focos de la izquierda de cada trao-o. Supongamos ahara que trazado el

grafico de los v queremos ahora el momenta producido en una seccton cualquiera
de 1a viga de n tramos. suponlendo 5610 cargados lcs tramos a la derecha del con­

siderado. Bastara cntonces multiplicar la ordenada interceptada en Ia Ji'nea�que­
brada de los v por el momenta. M/ , es decir, por el momenta producido en cl

segundo apayo par los tramos cargados, y tenemos (fig. 2) para el memento en la

seccicn considerada

7) M=mn'M/ c'

aC=Vm
bO=Vm+l
CC'=M'm
DD'=M'm+l

En efecto tenemos segun (fig. 2).

Las rectas a b y C' D' pasan por el foco de la

fzqulerda del tramo CD. Se deduce

8) mn' mn mn

DO'
=

bO
�

Vm+!

perc segun 10 dicho anteriormente
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de donde

DD'=vm+l -M'l

y reemplazando en (8) obtenemos

m n' s= m n v M;'

Perc m n' es eI memento �1 producido por las cargas de los tramos a la derecha
del considerado y la relactcn (7) queda pues demostrada; la cscrfbircmos en Ia
forma

El problema se reduce entonces a determinar la expresion genera! de! memento

M/ producido en el segundo apoyo por un sistema de cargas .que actuan en los
tramos de la derecha del considerando. EI momenta productdo per en tramo de
luz l con carga uniforme completa p en el apoyo de la izquierda del tramo, tiene

par expresion (Vease Resal)

pi' P'(l--y')
4 (I-�' -y')

Los valores de {3' y "/' son correspondientes al tramo cargado. Luegc el momenta

producido en el segundo apoyo de la viga continua sera

siendo {3. eI valor correspondlente al 2.0 trarno. fJ2 el correspondiente al tercer tra­

rno y as! suceslvamente. Se tiene

1
{3.=--"

v,

",
P=-�,

v

I
I
I
I
I

y reemplazando entonces los valores de fJ:

pi' (1-1")
4 (I -11' 7') .'
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litndo lJ' el v correspondierue al apo)'o de la derecha del tramo co.rgado. Ese mo­

mente producido en cl 2.· apoyo puede ser posittvo 0 negat ivo. Designemos

1-,.,'
a=-------

(1- �' 'Y') v'

El coeficiente a cs positivo si elorden del tramo cargado es un numero impar
y negative si de orden par, Por consiguicnte podcmos escribir para e1 memento en

una secci6n cualquiera de un tramo sin carga producido por tramos con carga
uniforme completa situ ado a In derecha del tramo considcrado

9)

aiendc t Ia ordenada en 18 lfnea quebrada de los 1I.

Consideremos ahara las ecuacioncs de Clapeyron (6) v supongamos que el
memento del ultimo 8tY.JYO de la viga de n t.ramos sea cero

y que 1a viga se prolongue de derecha a izquierda mas alla del primer apoyo. La
ultima ecuacion (6) queda entonces en La forma

In-I Mn-2 + 2 (In-l + In) Mn_1 =0

y Ia prtmera de las ecuaciones (6) se escnbe entonces

I,M.+2(1,+I,) M,+I,M,=O

Son las unicas modificaciones que tenernos que hacer en las ecuacioncs (6). Se
deduce entonces de estas ecuaciones aSI modificadas que todos los momentos M,
M, " son proporcionales al momento Mn-I que es el momenta en el pe-
nultimo acovo.

La ultima de las ecuaciones (6) modificada nos da

2 (In-I + In)
In-I

cantidad que designamos por w.

Mn-2
Wl=-----

�1n-1

Reemplazando este valor en Ia penalttma de las ecuacicnes (6) tenemos
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y llevando (I), y W3 en la antepenultima
- de las ecuaciones (6) deducimcs

M0>-4
Mn-t

y asf sucesivamente. Tendremos asf
en el pcnultimo apoyo una longitud

la linea quebrada de los w (fig. 3) llevando

HH'�I

J y en los demas apoyos

GG'=W2= Mn-3
Mn-l
M0>-4

Mn-l
I
I
I
I

Esta linea quebrada de los w nos da los focos a puntas fijos de la derecha de
cada tramo: f., f2 J ••••••

Siguiendo ahara un razonamiento identico a1 que hemos heche respecto a In
linea de los u llegaremos a demostrar que el momento producido por un tramo

con carga uniforme completa en el penultimo apoyo t.iene por expresion

, p I' (I - fl') 'Y'
"(1 • 'Y • 'Ys· •• --

4 (1- fl''}'')

siendo p' y v' los correspondientes el tramo cargado y

I
h,�--·

w,
pennlttmo trarno

""
,,(2=---

W,

W,
')'3 = ---

antepenulttmo tramo

I I
I I
I

w,

I
I
I

I
I.
I
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Reemplazando estos .valores de "I obtenemos

p l' I-II'
4 (I-II' �')'w,

siendo w' el valor de w corresbondierde al apoyo de la izquierda del tramo cargado.
Designando

(I - II')
!=------

(I -II' �') .w'

podemos escrlbir para el momento producido en el penult.imo apoyo

pI'
!-

4

siendo 0 jJoaitivo si el orden ·del tramo cargado es impar cont"ando los tramos de de­

redia a izquierda.
ASI, el memento productdo en el penultimo apoyo bene el mismo signa de o.

EI momenta productdo en una seccion. cualquiera de un tramo sin carga, pnr
tramos a Ia izquierda con carga uniforme completa, sera entonces

10) [rl ordenada en]la linea de los w

Luegc el momenta en una seccion cualquiera de un tramo sin carga, producido
por cargas en los tramos de la derecha y de 18 izquierda con carge uniforme com­

pleta, se obtendra sumando ecuaciones (9) y (10)

II)
pi' p l�

M'=tl:a - +r'l:!-
4 4

Hemos supuesto que la secclon se toma en un tramo sin carga: si ahora su­

ponemos que el tramo lleva cargas, tendremos que agregar a Ia expresion el mo­

mento producido por estas cargas en la seccton considerada y tendrtamos entonces

12)

:.1 La pr'imera Z s6!0 incluye los tramos cargados a la derecha de la seccion constde­
rada : la segunda l; los tramos cargados de .

[a izquierda.
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MOMENTO EN UN APOYO CUALQUIERA DE UNA VIGA CONTINUA

CON CARGA: UNIFORME CO:vtPLETA EN ALGUNOS TRAMOS

A cada apoyo corresponde un v y un w , y entonces

f=v
."'=,,,

y la ecuacton anterior nos da para el momento en un apoyo cualquiera

I J) M,
e pl' pi'

=,:1:--+"':1:0----
4 4

la primera suma para los tramos de la dcrecha del apcyo, la segunda para los tra­

mas de Ia izquierda.

MOMENTO EN UN APQYO CUALQUIERA DE UNA VIGA CONTINUA

PARA UKA DISTRIBUCION Cl;ALQUIERA, DE CARGAS

Es muy facil * ahara tracer el caso de cargas concentradas. Se obtiene en­

tcnccs para cl memento de un apoyocualquiera:

14)
Pu (1- 'L1) [21-u-(I + uhl

R�:!: -
- -

.�-

1'(1-,)

Pu (I-u) [1+u - - (21- -u)�]
I' (l-m

Mr =vl:al{+w�oS

siendo F. y 5 los valores correspondientes a cada tramo (fig. 4) Y u la distancia

de las fuerzns a! apoyo de is izquicrda

.. . "<- - - -

Iz

,. Sc consldera un tramo de Ia viga continua COil carga concenrreda P; las expresiones de los

mementos en los apoyos de la Izquierde .y de la derecha del tramo cargado son dadas por Resel.
Se stgue despues una demostracion analoga a la que yo he dado para trnmos con carga untforme

completa.
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Se ve entonces que una vez determinados los coeficlentes v, w, ct, a, fj, 'Y. que
dependen * s610 de Ia Iuz de los tramos de Ia vlga continua, y cuya determinacion
es facil, se obt.iene sin dificultad el momenta en un apoyo cualquiera por las f6r­
mulas generales (14). Yo he calculado las tablas para vigas continuas de cinco,
cuatro, tres y dos tramos iguales e indico a cont inuacion su empleo con varios
ejemplos. Ellos permiten calcular los mementos de apoyo para cualquiera distribu­
cion de cargas.

Vamos a establecer ** ahara un teorema para el caeo de fuerzas sfmetricas. Si
en un tramo obran fuerzas slmetrlcas respcctc-a i mitad del -tramc, se tendra

R = S

y estas cantidades seran indepcndientes de fj y 'Y. Para demostrarlo, cansideremos
dos fuerzas iguales y simetricas P; sea u Ia distancia de la prfmera al apoyo de la
izquierda y para la segunda, per ser simetrica, se tendra u' = l- u. Obtenemos
entonces para R

R=
J Pu (J-u)

J

Reemplazando analogamente en Ia expresion de S se obtiene

Par consjguiente. en el caso de una distribucion cualquiera de cargas como la
figura 5, siempre que haya simetrfa respecto a ia mitad del tr'amo se tendra tam­
bien R=S y estas cantidades seran independientes de (3 y 'Y.

x }C

Esjuerzos de corte. -Consideremos una seccion a la distancia X del apoyo.
Sean M; y M; + I los momentos de apoyo de la izquierda y derecha del tramo;
entonces eI esfuerzc de ;corte en Ja seccicn a Ia distancia X tiene por expresion

Vx p(l-2x)
+----

2

• En una' nota en 18 tnrroduccton de este eecudto hemos ya indicado que para vtaas slmetricas
basta calcular tres coeficientes 'J, p, a: y para obtcner los ctros basta invcrtir cl orden .

•• Las rablas de Rcersren para vigas ccnunuas corstenen ncmerosos ejemplos de cargas con­
centradas simerricas.

s
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Supongamos que eI tramo lIeve una carga uniformemente repartida completa,
scm: a' y 0' los cocfictences. para esre tramo y desfgnamcs como anteriormente X a

1 a SLlm3 de los coeficientes a para los tramos que esten cargados a la derecha, por
� li la que se reriere a los tramos cargados a 1:-1 izquierda, Juego tenemos

pi'M; =[tJrl: Q. + Cl)r�a + Vr 0.']--
4

pi'(Mr+! =("r+!l:a+"'r+!2:o+"'r+!O') --

4

de dande

pi'
4

Si el tramo no lleva carga se obtiene

y el esfuerzo de corte sera

Para determiner el maximo del esfuerzo de corte producido rOT los otros tramos

cargados en un tramo cualquiera, es m.uy facil ernplear la ecuacion anterior. Se

reemplazara previamenre en esta ecuacion los valores de Vr+l, tlr, wr+ I Y Wr co­

rrespondientes en los apoyos. Hecho esto ee deduce inmediatamente de Ia ecua­

cton anterior los signos de a que hay que elegir en Ja tabla y los de 0 para obte­
ner un maximo positive 0 negative, 10 que es equivalente a decir que tramos hay
que cargar a derecha e izquierda.

Pero la f6rmula anterior es vallda para vigas de tramos iguales. Para tramos

desiguales sc tiene para el esfuerzo de corte

Alomentos de flexi6n m6ximos.--Para determiner los mementos de flexion
maxim')", en una sec-ton se puede emplear factlmente In ecuacion 12, puesto que
10,' cocficientes han side tabulados y los r y t' se obtienen del grafico de los 11 y
de los w.
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VIGAS CONTINUAS DE TRAMOS IGUALES. F6R,.\:1ULAS PRACTICAS

Se calculan los II para la viga de n tramos. Estos mismos valores II sirvcn

para calcular toda vlga de un numero de tramos infertores a n. Por consiguicnte,
convendrfa toner estos valores de II anotados en un cuadro.

Supcngamos una vlga de cinco tramos. Anotamos en los apoyos (fig. 6) en Ia

parte superior de la viga los valores de 1I,

tr 0 .. -'I ..S -s-6 >.°9
ar: 1.0'1 -S"f. -t, -II 4 0

1<.7 (,

Para una viga de trcs tramos tendriamos

1/" 0 ., -4 ..s

W 1S -II -1 0

1<) 'f

Hecho esto se determinen los w correspoddientes a los apoyos. Para obtenerlos

basta invertir el orden de los v y anotarlos dcbajo de Ia viga en los apoycs.
Rccordemos ahara que los coeficientes a y 5 son dados por las expresiones

siguicntes

1 �'Y'
.---------

(1 - (3' "I') IJ'

I-W
(1-�' 7') w'

Perc sahemos que en toda vlga de tramos iguales los fJ estrin ccmprendidos
entre 0,25 y 0,268 para todos !05 tramos menos para el primer tramo en que

{3 = O. La mfsmo sucede con los 'Y de todos los tramos menos para el ultimo tremo

con -y=O. Luego adoptando el valor media ,8="1=0,259 obtenemos para los di­

versos eramos

!
a � _(l.Il_

v'

I
a,,--

,f
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I
0.8

o�-'­
. ,

.

o,��
"

formulas en las cuales au se refiere al ultimo tramo de Ia viga si esee lleva car­
gas, y 0, se refiere al primer tramo si esre Ileva cargas

S0 puede entonces enunciar Is siguiente regia: EI momento producidc en un

apoyo cualquiera de una viga de tramos iguales per uri tramo con carga uniforme
completa colocado a Is derecha del apoyo, tfene por expreston

x 0,8 P.-!:._ � 0 20 � pi'
4 'v'

siendo Vr el valor correspondiente del apoyo en que sc va a determiner el mo­
menta y v' el valor de v del apoyo de la derecha del. tramo 'cargado. S! el tramo
cargado es el ultimo de Ia vlga, debera emplearse la formula

Mr =0,25 � p 12
u

AsL por ejemplo, el momento producido en el tercer apoyo de una viga de
cinco tramos, r,DS da si el 5.° tramo lleva carga uniforme completa

0,25 X 4
Mr =-- -

... _- P l�
20.9

� - 0,00478 p I'

Para tramos cargados a la izquierda.clel apoyo, el memento producido par un
tramo con carga unlforme complete en dichc apoyo, es

M, _ 0,20."'r
.

I'----p
w'

pero si el trarno cargado es ell. 0 de Ia viga

M, =
0,25 W,

P P
w'

siendo <oIr el w del apoyo en que se va a determinar el memento y <01' el w corres­
pondiente at apoyo de la izquierda del tramo cargado

Asi, por ejemplo, el memento producido en el tercer apoyo de una viga de
cinco tramos iguales, si el primer tram911e-v� earga unifcrme complete, es
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0,25 X 15
M, - p P

209

M, � 0,0179 pi'

EI metoda de calculo anterior es muy sencillo y muy exacto.

Consideremos ahora el caso de cargas concen.tradCM. En una forma analoga se

deduce facilmente la formula

R' Sf
Me 1:11 vtli --- ,+ ""r 2i --

v ..

R'
siendo X - correspondientes a los tramos cargadcs a Ia

v

tramos a la izquierda del apoyo.
Los valores de R' se calcularan par [a formula

S'
derecha y 1: - a los

w

R'� I,Bo;!;
Pu (l-u) (i-O,72u)

I'

menos para el ultimo tramo de la viga para .el cual debe aplicarse Ia formula

R'�� Pu(l-u) (21-u)
I'

Los valores de S' se calcularan par Ia formula

S'�0,51o�
Pu (l-u) (I + 2,6u)

I'

meoos para el primer tramo, para el cual

S'�;!;
Pu (1- u) (I+u)

I'

Determinamos el momenta en el 2.0 apoyo de una viga de cinco tramos para
Ia solicitaci6n siguiente:

ler. tramo. Una fuerza PI a la distancia del apoyo de la izquierda

1
'-1,=-

}
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Jer. trumo. Cargas P, y P, cuyas distancias al apoyo de la izquierda son

u�=-
2

Para el 2.0 apoyo obter-ernoe (fig. 6)

ler. tramo

8

S'�uP,1

"', 56 X 8

�- S' � -

2(9)(27- P, I� -O,079P,1

3er. tramo

R'�0)98 P,I + 0,316 P,I

R'
u, --- �0,OI97 P, I + 0,020 P,I

u

Luego

M,� - 0,079 r. 1+ 0,0197 p, 1 + 0,020 P, I

En los ejemplos dados a continuaci6n indicarnos la aplicacion de las f6rmulas

generales; ellos pueden ser tambien resueltos per las formulas practicas que aca­

bamos de dar.

Ejernblo I.-Dcterminar el momento en el segundo apoyo de una viga de cin­
co trarnos iguales con carga uniforme completa e.n todos los tramos.

Segun 18 tabla se tiene para e! segundo apoyo

v=l
",�--56

Hay un solo tramo cargado a la izquierda, el ler. tramo cuyo valor de 0 se­

gun la tabla es

o�0,00478

A la derecha tenemos cuatro tramos cargados y cuyos valores de a son segun
I. tabla
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2.° tramo 41=- 0,106
Ser. tramo ct�=0,0536
4.(> trarno tt.�=-O,0144
5." tramo •• �0,00478

Se obtiene entonces

2:! �0,00478
2:. �-O,l 096

y reemplaaando en formula 5

obtenemos

M,�-O,105 p l"

Ejemplo !1. -eDetermtnar el momenta en el 3er. apoyo para Ia misma viga
del ejemplo anterior, pero solamente los tramos 1.(>, 3.<) y 5.<> con carga unifcrme

completa iguat a p.
Para el tercer apoyo la tabla nos da

v=�4

.. �15

A la izquierda tenemos s610 el ler, tramo cargado Iuego

2: ! � 0,00478

A Ia derecha tenemos:

Jer. tramo

5. Q l'

.�O,05J6
.�O,00478

luego

y aplicando la rnisma f6nnula que en eI ejernp!o anterior obtenemos

M�- 0,040 pl'

Ejemplo J ll.-Determinar el momento en el 3er. apoyo de la viga continua

de cinco tramos iguales en el caso siguiente:

let. tramo con carga uniforme completa p m/c
ter. tramo con carga uniforme completa p' m/c
5 u tramo con carga uniforme completa p m/c
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Apllcarnos formula 3

p l' p l'
M=ul:a-- +wl:o--

4 4

Para el jer apoyo tenemos segnn tabla

v=--,- 4

ci= 15

A la izqulerda del tercer apoyo 8610 tenemos el prImer tramo cargado, luego

0=0,00478
p P pl�

:E!- = 000478�
4 '

4

A Ia derecha tenemos el tercer y 5.0 tramo cargadoe cuyos valores de a segun ta­

bla son

3er tramo

5,(1 tramo

.=0,0536
a=0,00478

luego

p l' 0,0536 p'P 0,00478:E a -- = ----- + -'-__ p P
4 4 ,,4

luego rcemplazando ahora cn formula 3, obtencmos para el memento en el tercer

apovo

M=0,0131 p I' - 0,0536 p' I'

Ejembio IV.-Viga de cinco tramos iguales coo: la scltcleacton slgutente. De­
terminar el momenta en cl 2,0 apoyo.

Ier. tramo. Una fuerza concentrada P, a In dtstancia del apoyo de la. iz­
quierda

I
u1= �

3

3er. tramo con fuerzas concentradas P2 y P3 y cuyas distancias aI �yo de
la izquierda de este tramo son respectlvamente

I
u2=-

2
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Aplicaremos f6nnulas generales {I) y (2)_ Para el 2.° apoyo, segun tabla,
se tiene

u=l
w= -- 56

Para el primer tramo (3=0 y entonces formulas (2) nos dan

S�O,29 P, I

Segun tabla

5�0,00478
Iuego

s s S�0,00478 X 0,29 X p, 1

w:!;, S� -,56 X 0,00478 X 0,29 p, 1

Para el Jer. tramo formulas (2) nos dan

R,�0,J7 p, 1

RJ=O,J9 p) t

Segun tablas para cl Jer. tramo

a�0,05J6
luego

:!: a R�O,0536 (0,)7 p, 1 + 0,39 P,I)

v:!:aR�O,OI98P,I + O,0209P,1

y reempiazando ahara en formula (1) y efectuando los calculos, obtenemos para
el mornento en el 20 apoyo

M� (- 0,077 p, + 0,0198 p, + 0,0209 P,) 1

Ejemplo V.-Rrsolvcr el ejemplo I per el metoda analitico indicado par Resal.
Tenemas entonces con forme a las anotaciones de fig. is para los mementos

producidos en el 2." apoyo por los diversos tramos cargados

�Vf:r
M H

F},8
1 cr. tramo cargado

�. (1 - �o) p l'

4



630 Anales del lnstituio de lngenieros.�fj_f!__q_�y!

3er. tramo cargado -1-

�,( I -.y,)
I-�, �,

�,�, (I -- �,)
(1-�,yJ

pI'
4

2,0 tramo cargado �

pi'
4

tramo cargado-
�,�,�,(I-·y,)

---- _ .. _-

(I ._. �,y,)
p l'

4

.A
13. a. t!.. 13, /3"" .... X X )\� I"J r,_ r, r.

i')'J
5.0 tramo cargadc + __!.�, �., fl, (I-y.) p12

(1-·- fl, �u) 4

Recmolazando ahara los {3 Y 'Y de 1<:1 tabla que yo he calculado y sumando
los resultados se llega finalmente a obtener para el memento en cl 2. <>

apoyo

M�-O,I05 p l'

Sc sa be que graficamente se determine el efecto de un tramo cargado sobre
los otros por la fig. C) uniendo M y N con los focos de izquierda y derecha res­

pectivamentc.
Sc ve entonces que el metoda indicadc en cl ejempJo I es mucho mas corto.

Esto demucstra claremenre que conviene mas calcular prcviamente los a. y a:

En vigas simetricas basta s610 calcular los a e invert.ir el ordcn en la tabla para
obtener los o.

VIGAS CO:-":TINUAS DE MOMENTO DE Z0-:ERCIA VARIABLES

En vigas continues de momenta de inerc.ia variable se puede establecer la
misma ecuacion l , perc cntonees los coeficientes u, co, {3, 7, (1;, � representan otras

funciones de la longitud de los tramos que el oaso de vigas de memento de inertia

constante: 10 mismo succde can R y S que tienen entonces una expresion distinta
de ecuaciones (2).

!'\OTA.-En todas las f6rmulas yo he adoptado 10 norncion de Resal can exccpcion de los mo­

mentes para los cuales esce autor ernplea on-a noracion. En Iugar de los {3 se puede introducir la
clistancfa del Ioco de la lzquierda a1 apoyo de la izquierda y se tiene

• {3
>�"---"'''II+�

Para y y la otra drstancia focal resulta una f6rmula analoga. Cada 13 de un tramo esta hgado
al (j del rramo slgulcntc por relaciones que da Resal.



\-'IGA I>E CINCO TRAMOS ICUALES *

1
I

--�T---------i-------

--:--I--��� 1-· =��-I
,

4." tramo I
__

�-----�

ler. r ramo j.er tramo 5° t.rarno2." tramo

-561� _ __209__

I 0

15 -56

- -,-----------

15--4 --4
_i __

lsi,

!
-56 IS -- 4 -4

'-----1-. _

0,25 I 0,267 : 0,268 0,268
-----------------1--------, ,----------

-----

0,267
,

0,25 I °

---.----
- ---- --- -

-1-.------.
,----- .. -----------, . ------

I --0,196 0,0536 I -0,0144
'

0.00478
--- - --,,-- ------ ------------------------

-----1---
----------------------

,

� °

0,268 0,268y

a

, 0,00478 0,0536 0,194-0,0144

APLTCACIONES.-TRAMDS CON CARGA UNJFOR!I-4E COMPLETA

Momemo en los tramos! I\,10111cnto en los apoycs I Reacciones

___:�tcib:::l", ""'=--- ,_ M,_I _�_I ���!_;�I�:: 1 M,[[M,- (",W'''![ A (J -D_I:cto:"
� A(d Ai,. Af.J __

1-0,078,0,0332 0,0!62:-0,1Q51-0,lll9,-0,Or-O,105i gl' i 0,39511,13210,97]1 gl

F?ZT'AI '"'( r:;I-T.;{_ '11 Ii!, I
' , I

I 'I "L, 3, ''1 I s: i'l O,iOO -0,046 0,0855 -0,0531-0,04°1'-0,04°,-0,053" pi' 0,H7i I pi
�::J .1::==:' , I'",
_ __:::l___ -,�, ',I'

Al Ie :1' : : 1'-0026 0,079 --0,03951,-0,053',-0,010,-0,040,--0,053 pi' ----0,r,53
i.__t::::=:i___=I__ I

'
, I

: : I : : ---: 1-0,119 -0,022 --0,04+'-0,051 pi'
c=

1

I --F=::::J_--l ; I !
: I I , :: ,1-o,QJ51-0,III'I-o,020 -0,057 pl'
i___J;:=::i=:=:jL__b= I ,

pi

1,21 pi

1 17\ pi, ,

* En la parte que 3C I'l;fiere a «oltcactores. he edopredo la [anna de las tables de Kocrsten (Con strucciones de ho-mtgcn arm «Io, tradC;CCIO)) es­

panola, reg. 775), que cs llluy com-de.

'"
c.

�
o

0-
•
,

e
;r.iQ'
a
o
o
,

s-
o

a

I",
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I�



VIGA DE CUATRO TRA1vfOS rGUALES

2.0 trarno I 3er. tramo II---

--,-----1---------,---! I '''---1----+-1
-�-

Iii -4 '-4 15

,-- . I I .

I

w_-=��_I 15 15 -4

1---=_4_,
1 _-1 1 _I__O___,

fI ° 0.25' 0.267 I 0.268
-

� I 0,26;----1 0,267 :---0,25 -----i----�-----'
·----1 I-----------,-------i --,

C< 1 I -0.196 I 0.0536 ! -0,0178

--a--I----:::M-;;;---l-----=�-;:----i----:::�--l-----�-----

ler tramo 4.0 tramo

° 15 -56v

APLICACIONES.-Los TRAMOS C-JN CARGA U�IFORME COMPLETA

.. ., 1. __ ..

Momentos en los

tr��_o_'_I_.���n.
to e� .. !��POYos .,1

.

--1-- Rea��ione., IDistribucicn de las oergas

f.. \ I I : I Factoresl, ' , Factores
: M[ r-.12 l\� I M4 Me; Md l\1e i .

A C i 0

------------i�,07-;1�,0361�,Q)6:-0,079!-0-:;-071--0,071-:;-1.--0,1071'-;;-- 0,39 -�-;,J-�931�-u1I.._ .ad. .4", 'I • ,I 1�-<t(: 4. : .41 : -«'I il J, 100

i--0,04511 0,0791 --0,054 --0,036 1--0,0541 pi' 0,45[ i
1 pi

I I 1<"
I. !

1--0,121--0,018 .1-0,058 pi' r.zz: I pi-'I,,e 11 " I

I I; I: 1 1 ,

II
I ",

.

,.--0,036.-0,107 i-O,0361 pi' I I 1,141 pi
I I I I. i! I II.,__J;;;:===:L-___JI i I! I 1 I I

'"

�

:t>
�
�

�
�
�
�
i}
::

�
�

�.
i}

�
�



VIG,4, DE TRES TR.AMOS IGUALES

I lee tramc 1 2.0 trarno

i

---
-�=- i�-�--� _-1 2__ --I ����- -�J==�--- _i-__ -_-_---4_-_--1_-__� ,

w ' 15 ! -4 ,-4 ' I I I I' aI ; I '

-'--�---'---II
-----

---0----------- i
---- -,

"---o,i'5-'--
--

-'--r
,-_._--,..,._-- '------.-----.----�--

y i 0,267 0,25! 0

1---'----------1'----------------'1--- -----------i---------------,a -0,20 0,0666

'ler, tramo

0,267

-1--------'--------'--------------'----------0, 0,0666 '-0,20

j,\PLICJ\CIONES.-TRAMOS CO); CARGA L':-JrFORME COMPI.ETA

, I

'I Mon1ent,'o, en los t ramos Momence ,de apoyc !
,

Reacclcoes
Distribuciun d-: las cargas

1--- Ml
..

-.-----;;-,----- --M�--- .---\ Factores

1---- A

-'---� -�--l �O; \ 0,025 I -0,1(10 --:1'-1,-ll.r, -4,. I 43 ' ! I 1
'

It I I 0,101 '-0,05 -0,050 pi'JI,I ,D I

L_-==:::j___J
II ,

'
I

,."

I�
10-
!�
10

!�.
'.

i(")
e

,�

's-
,C
,p
•

Factorcs

C I
I

1,1 I gl

pi

I
I",

1,2 pi I
,,,,
I'"

0,40

0,45

-0,025 0,075 -0,050 pi'

,-0,117 pi'



VIGA DE DOS TRAYIOS IGUALES

v

,

______1 Zoo

t[fl:�
I

I I I
------�----,------.--

-'-�-['-4 1 I I

__ �_
_ __ J . __._ L

!

-4

°

------_---.------------------ ---- ---_-----------------_..

w

Ier. tramo

°

� ° 0,25

�

a

0,25 0

-0,25

------------------------_-,
-----------------

I -------,------.-----.--------�--,----

o 0,25

APLICACIO�ES_--- ..lRAMOS CON CARGA- UNIFORME CC�MPLLTA

�
,-, I
Ii'.r,,f; ,/ I

f_._,I "'",;. J

;NI0mcnto de apcyu IMemento en 103 tramcs Reecctoncs i
-I

I
I

Factores

g I

pi

Factorcs

L==-��� ----L -�

I
I

.. __ L _�_,\ i c

I
- -----.-

gI2 0,375 1,15
I

pi' i 0,438

M, ::\lc

0,070 -0,1250,07

0,0% -0,025 -0,063

�

):.
"

s,
�
�

�
".
�
B'
Q
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