M. Pedrero

Una férmula en vigas conti-
nuas y su aplicacion practica

INTRODUCCION

N fos ANALES lef hace poco un interesante estudio sobre vigas continuas,
de don Pedro Errézuriz. En él el autor deduce las principales férmulas
interpretando los grafices de Ritter y en seguida traduce esas formulas en
ahacos para facilitar su aplicacidén préctica. Me propuse entonces escribir
algo sobre vigas continuas, pero tomando el tema bajo el punto de vista analitico.
Resal, en su obra «5Stabilité des Construtions», hace notar la importancia de
cigrtos ceeficientes que dependen Gnicamente de la [uz de los diversos tramos de
la viza continua; esos coeficientes los designa con las letras v, w, 8, ¥ v ¥ su
céleulo se hace facilmente ¥ pueden ser tabulados. COhtenidos estos coeficientes
para la viga en estudio, ya ne es necesario recurrir mds a las ecuaciones de Cla-
pevron. Yo he observado la importancia de otros coeficientes que como 1os ante-
riores sélo dependen de la luz de los diversos tramos, y que se deducen facilmente
de los v ¥ w de Resal; los designo ® por a v 8. Entonces yo demuestro guz cl
momento en un apoyo cualquiera de una viga de tramos desiguales ¥ con una
distribucion cualquiera de fuerzas es dado por la formula

1) M=yZaR+aZid
siendo v ¥ w Jos valores correspondientes al apoyo considerado; « v § magnitudes
caracteristicas de cada tramo, y finalmente R y S cantidades que dependen de las

fuerzas y de su distribucién en cada tramo y gue tienen por expresion

5 Pull—uw [21—u—(+u)4]

R:
E(l—7)
2) ' .
5oy Pul—u fl+u—Q21—u)g
B (1—8

* En vigas simétricas basta calcular v, 8, & puesto que invertiendo el orden se obtiener: los
omros coeficientes; en efecto, el @ del Oleimo tramc es igual al v del primero. el W del penditimo
tramo igual al ¥ del segundo tramo. ., lo mismoe sucede con los demas coeficientes.
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Para cada tramo cargade se debera determinar el valor de R si el tramo esta
a la derecha del apoyo en que se va a determinar el momento, y el valor de S
si el rramo estd a la izquierda. La cantidad u en {Ormulas {2) representa la dis-
tancia de cada fuerza al apoyo de la izquierda. (*).

Veamos ahora algunos casos particulares {(**) bastante frecuentes en la préc-
tica. 5i algunos tramos llevan carga uniforme completa distinta de un tramo a
otro’ podemos establecer la férmula correspondiente, reemplazando en férmulas (2)
pdu en lugar de P; efectuando la integracibn (***) entre los Hmites ! v cero,
obtenemos:

R= P
4
5= PF
4

v entonces la ecuacién general (1) nes da

3) M—uEag—--—-l- EB-EI—
4 4

La primera 2 corresponde a los tramos cargados a la derecha del apoyo ¥ la
segunda a los tramos de la izquicrda,

Supongumos que la viga lleva algunos tramos cergados v otros sin carga y
que los tramos cargados llevan carga uniforme completa p igual para todos, en-
tonces

) Mm[uzal=+wzal=J_E

Si suponemos ademas que la viga es de tramos iguales, se tiene
2 I

b)) M=|vZa+wls -

La aplicacién de estas férmulas es muy sencilla puesto que los o y & han
sido previamernte calculados como os v ¥ w.
Para una viga con cargas concentradas P seglin una distribucion cualquiera

* Se podria pensar como el sefior Errdzuriz, en facilitar-el chleulo de R’y S por medio de un
! .
abaco. Eligiendo como variables — y 7 obtendriamos ripidamente R. ¥ Sien S reemplazamos
u

u por 1—u, deducimos que el mismo abaco podria utilizarse para S.

** En vigas de tramos iguales, exceptuando el primer trame con §=0 v el filtimo con =0
si los apoyos 1.° y Gleimo son simples, los vajores de § v § varfan muy poco, entre 0,25 y 0,268
solamente,

*** Para carga uniforme incompleta se hard la integracidn entre los limites en que actiia
dicha carga,
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deberd aplicarse ecuaciones (1) y (2). Los casos particulares cansiderados por
Kersten en las tablas de su obra «Construcciones de hormigén armado» (traduc-
cién espafiola) pag. 775, dan

R=5

y los coeficientes 8 y ¥ se eliminan; asf, por ¢j., el caso de tres fuerzas iguales con

1
=
. 4

I
Ug = e

2

3
=1

4

v enionces se obtiene

Eu(l“u) [2}-—u—(l+u) 'f]_‘uz_il

B(i—w) i

Las tablas que yo he caletlade ¥ que acompafic al presente estudio permiten
resolver no solamente los casos contemplados por Keersten sino también todo
problema, cualquiera que sea la distribucion de las cargas, Acompafio varios ejems
plos para indicar su aplicacion.

Sean ahora Mr ¥y Mr4 los momentos de apoyo en un tramo cualquiera. El
momenta en una seccidn de este tramo a la distancia x del apoyo I\/’Ir se rbtiene
por la relacién conocida

My = My’ + L’;x M, + %Mrﬂu i

stendo My’ el momento de flexién producido en la seccidn por lss fuerzas que
obran sob.e el tramo considerado &ste como tramo independiente.

Las longitudes de los diversos tramos se pueden expresar en funcidn de la
longitud { de uno de ellos, v asi tendremos

lr=m,l
1, =m,l!
i f
| I
] I

y entonces la formuta (4) queda en la forma

M= (uzam= + wZom )—I’Zl
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y se anotarén en la tabla los valores em? y dm?® para cada tramo. Designando
estos valores por o y & tendriamos

M= (an +w26’) pt
4
lo que es muy cémodo para calcular vigas simétricas, caso frecuente en la préctica,

LA VIGA CONTINUA Y EL TEOREMA DE CLAPEYRON -

Consideremos una viga continua de n tramos, apoyos de nivel, momentos de
inercia constantes y apoyos extremos simples. Supongamos gue la viga se pro-
longue (*) mas alld del tramo n y escribamos las ecuzciones de Clapeyron en €l
caso gue los n tramos no ltleven cargas:

2 (L) M+ LM, =0
LMoA2 (L+L) MaF L M=0
| | |
! ! |
0 v |
L Mg+ 2 {0, ) Mo 1M =0
| § |
| ! |
! | |

Se deduce inmediatamente de las ecuaciones anteriores gue todos los momen-
tos M., M,,...., M, son proporcionales a M., es decir, al momento del se-
gundo apoyo de la viga. Esta propiedad permite determinar los puntos fijos o fo-

cos de la izquierda de cada

N tramo. En eflecto, llevando
< (fg. 1) longitudes
AA'=1
g BB’ M.
4——""/?\}: B = Mx Va
A A 3 M,
, CCl=—v,
s Lo
A Pl
| o
Estas cantidadesfvg, Vg, Vy..... ¥, secaleulan facilmente. En efecto, Ia pri-

mera de las ecuacijones (6) nos da

(*) Se obtiene asi una de las series de Resal, la de Jos v que satisfacen a las ecusciones ().
2 nuta yue la Gltima couacién escrita de la serie lieva tres términos,
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M. 2(Lit+1
V= o wm— bt = BB’

M, I

La segunda de las ecuaciones (6) de Clapeyron se puede escribir dividiendo
por M;

M, M,
L+ 2 (L+1) [V + I M 0

M
Reemplazando en esta ecuacion el valor -—? obtenemos entonces el valor de

T

M

Mi . Dividiendo la tercera ecuacién (6) por M; y reemplazando en ella los va-
M M p .

lores' de —~ v —2 obtenetros M, v asf sucesivamente.

r . r

Uniendo ahora A' con B obtenemos el punto fijo o foco F.; uniendo B’
con O se deduce el foco F, y continuando de la misma manera obtenemos asi
todos los focos de la izquierda de cada tramo. Supongamos ahora que trazado el
grafico de los v queremos zhora el momento producido en una seccién cualquiera
de la viga de n tramos, suponiendo sélo cargados los tramos 2 la derecha del con-
siderado. Bastard entonces multiplicar la ordenada interceptada en la linea® Lque-
brada de los » por el momento M., es decir, por el momento producido en el
segundo apoyo por los tramos cargados, y tenemos (fig. 2) para el momento en la
seccién considerada

7) M=mn* M.

En efecto tenemos segn {fig. 2).
aC=vy
bD=vm+i

CC/=M'm
DD’ = 'm+1

Las rectas a b y C' D’ pasan par el foco de la ft;j 2
izquierda del tramo CD. Se deduce i

8) mn’ mn  mn
DD~ bD T v+l

pero segGn lo dicho anteriormente

Mmii . Mm4i DDf
Vm+l =
m-+ Mz = M, ™ My
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de donde
DD = vy - M,
¥ reemplazando en (8) obtenemos
mn'=mn .M’

Pero mn' es el momento M producido por las cargas de los tramos a la derecha
del considerado y la reiacién (7) queda pues demostrada; la escribiremos en la
forma

M=¢M/’

El problema se reduce entonces a determinar la expresién general def momento
M;" producido en el segundo apoyo por un sistema de cargas.que actiian en los
tramos de Ia derecha del considerande. EI memento producido por un tramoc de
luz [ con carga uniforme completa p en el apoyo de la izquierda del trame, tiene
por expresion (Véase Resal)

pl A1)

4 (1—8')
Los valores de 8 y v son correspondientes al tramo cargado. Luego el momento
producido en el segundo apoyo de la viga continua sera

pk g (1—7)
ﬁ!'ﬂZ'ﬁ}‘ o 4 (1___‘&.’7!)

siendo 8 el valor correspondiente al 2.0 tramo 8, el correspondiente al tercer tra-
mo y asi sucesivamente. Se tiene

_— . N
Br= " 8,= "
.
B::_—‘? ] |
L
65=_ "
Yy

y reemplazando entonces los valores de g:

pis (1—v)
4 =gy
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siendo v el v correspondiente al apoyo de la derecha del tramo cargado. Ese o~
mento producido en el 2,* apoyo puede ser positivo o negativo. Designemos

1 —«'
=
(1—8+"v

El coeficiente a es positive si el orden del tramo cargado es un nimero impar
y negativo si de orden par. Por consiguiente podemos escribir para el momento en
una seccidn cualquiera de un tramo sin carga producido por tramos con carga
uniforme comypleta situado a la derecha del tramo considerado

9 M:;zapT[’-

aiendo ¢ la ordenada en la linea quebrada de los v
Consideremos ahora las ecuaciones de Clapeyron (6) v supongamos que el
momento del dltimo apoyo de la viga de n tramos sea cere

My =0

¥ que la viga se prolongue de derecha a izquierda més alld del primer apoyo. La
Gltima ecuacién {6} queda entonces en la forma

Ine1 Mn—z + 2 (Ip—j + In) Mn—1 =0
¥ la primera de las ecuaciones (6) se escribe entonces
I; Mo + 2 (lx + lz) }\"1: + le M:=0

Son las Unicas modificaciones que tenemos que hacer en las ecuaciones (6). Se
deduce entonces de estas ecuaciones asi medificadas que todos Tos momentos M,
1\ P son propercionales al momento Mp—1 que es el momento en el pe-
niltimo apoyo.

La 1dltima de las ecuaciones (6) modificada nos da

Moz _ 2(n-1+1)

Mnp—1 ln—1

cantidad que designamos por w,

Reemplazando este valor ¢n la pendltima de las ecuaciones (6) tenemos
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s Mnp—3
Wy e
Mn—l

y llevando «. ¥ ws en la antependltima de las ecuaciones (6) deducimos

Mn—-4
Mn—-!

aly =

y asf sucesivamente. Tendremos asi la linea quebrada de los  (fig. 3) Hevando
en el pentltimo apoyo una longitud

HH'=1
y en los deméas apoyos

_ Py GGl mgae 03
ﬁ A\\ . Mn%l

? (] o ! == M
\[’/ JJi Ml"”

|

53 |

1
|
I
Esta linea quebrada de los o nos da los focos o punfos fijos de la derecha de
cada tramo: f,, f,, ) '

Siguiendo shora un razonamiento idéntico al que hemos hecho respecto a la
linea de los v llegaremos a demostrar que el momento producide por un tramo
con carga uaiforme completa en el pendltimo apoyo tiene por expresién

pk 0—g8%4

Yir Y s s
ST & (1—89)

siendo 8" v +' los correspondientes al tramo cargado y

E‘y, = — —— 'pendltimo tramo
Wa
W s
v: = — — antepen(itimo tramo
@3 | |
y N t
Yy = T —— i ;
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Reemplazando estos valores de «y obtenemos

pl’ 1—g
4. (1 —— ﬁ! ,Yf):'wl

siendo o' el valor de w correspondiente al apove de la izquierda del trame cargado.
Designando

_ =8
(1—8 "o

podemos escribir para el momento producido en el pendltimo apoyo

5.P!
4

siendo & positivo si el orden del tramo cargado es impar contando los tramos de de-
recha a izquierda.
Asi, el momento producido en el penGltimo apoyo tiene el mismo signo de 8.
El momento producido en una seccidn. cualguiera de un tramo sin carga, por
tramos a la izquierda con carga uniforme completa, serd entonces

o pl ¢’ ordenada en
10) M=¢'28 4 [la lfnea de los w

Luego el momento en una seccidn cualquiera de un tramo sin carga, producido
por cargas en los tramos de la derecha y de la izquierda con carga uniforme com-
pleta, se obtendra sumando ecuaciones (9) y (10)

pl*  _,_. pb
4 +¢'zZd 3

11) M=tZa

Hemos supuesto que la seccidn se toma en un trame sin carga; si ahora su-
ponemos que el tramo Heva cargas, tendremos que agregar a la expresién el mo-
mento preducido por estds cargas en la seccifn considerada y tendriamos entonces

12) M =M, + {2 "‘ip +;’EspTl’

L.a primera = sélo incluye los tramos cargados a la derecha de la seccién conside-
rada; la segunda Z los tramos cargados de la izquierda.
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MOMENTQ EN UN APOYD CUALQUIERA DE UNA VIGA CONTINUA
CON CARGA UNIFORME COMPLETA EN ALGUNOS TRAMOS

A cada apoyo corresponde un v ¥ un w, y entonces

3

v
7=

v la ecuacibn anterior nos da para ¢l momento err un apoyo cualquiera

3} M, =2

la primera suma para los tramos de la derecha del apovo. la segunda para los tra-
mos de la izquierda.

MOMENTO EN UN APOYO CUALQUIERA DE UNA VIGA CONTINUA
PARA UNA DISTRIBUCION CUALQUIERA .DE CARGAS

Es muy facil ¥ ahora trater el caso de cargas concentradas. Se obtiene en-
tonces para el momento de un apoyo, cualguiera:

M =0T aR+wZsS
 Pu() [2 l—u—(1+4u) 'y']

H) R=2 )
oo Pu (I—u) [14u -~ (2 1--u) 8]
7 )

siendo Ry S los valores correspondientes a cada tramo (fig. 4) ¥ u la distancia
de las fuerzas al apoyo de Ia izquierda

#“14-3
?--
, 7
A A
S T W
14 A A

* Se considera un tramo de la viga continua con carga concentrada P; las expresiones de los
momentos en_los apoyes de la izquierda y de Ja derecha del tramo cargado son dadas por Resal.
Se sigue después una demostracitn andloga a la que yo he dade pars tramos con carga uniforme
complera,
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Se ve entonces que una vez determinados los coeficientes v, w, «, 8, B, v, que
dependen * sblo de la Juz de los tramos de la viga continua, v cuya determinacion
es facil, se obtiene sin dificultad el momento en un apoyo cualquiera por las for-
mulas generales (14). Yo he calculado [as tablas para vigas continuas de cineco,
cuatro, tres y dos tramos iguales e indico a continuacién su empleo con varios
ejemplos. Ellos permiten calcular los momentos de apoyo para cualquiera distribu-
cién de cargas. h :

Vamos a establecer ** ahora un teorema para el caso de fuerzas simétricas. Si
en un tramo cbran fuerzas simétricas respecto a [ mitad. del tramo, se tendré

R=5

y estas cantidades serdn independientes de 8 y . Para demostrarlo, consideremos
dos fuerzas iguales y simétricas P; sea u la distancia de la primera al apoyo de la
izquierda y para la segunda, por ser siméirica, se tendri u’=I—u. Obtenemos
entonces para R

_ 3Pu(lu)
]

R

Reemplazando andlogamente en la expresidn de S se obtiene

R=S

§

Por consiguiente, en el caso de una distribucion cualquiera de cargas como la
figura 5, siempre que hayz simetria respecto a la mitad del tramo se tendrd tam-
bién R =5 y estas cantidades seréin independientes de 8 y ».

A Dy

i&ﬁ_.‘_

Esfuerzos de corte.—Consideremos una seccién a la distancia x del apcyo,
Sean Mr ¥ M; 4 los momentos de apoyo de la izquierda y derecha del tramo;
entonices el esfuerzo deicorte en la seccidn a la distancia x tiéne por expresibn

_ M 41— M + p(I—20

Vi 1 2

* En una nota en la introduccion de este estudio hemmos ya indicado que para vigas simétricas
basta calcular tres coeficientes u, f, & v para obtener los otros basta invertir ¢l orden.

** Las tablas de Roersten para vigas eontinuas contienen numerosas ejemplos de cargas con-
centradas simétricas.

&
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Supongamos que el tramo lleve una carga uniformemente repartida completa,
sean a' v 8 los coeficientes para -este tramo v designamos come anteriormente I a
la suma de les coeficientes o para los tramos que estén cargados a la derecha, por
Z § 1= gue se refiere a los tramos cargados a Ia izquierda, Juego tenemos

M, =[vr}2a+wr25+uru.'] —p;-

lz
(M 1= (vr +120+wr +1Z5+-wr 4159 "I?Z”
de donde

‘ .
Mr 1My =[ (e 4 t1—vr JZat (@r 41-—wr Y25 vr o +wr 18] pT :

Si el tramo no lleva carga se obtiene

1:!
My 1= Me =[{oe i ) 2t locp1—er ) 20} T

v ¢l esfuerzo de corte serd

V= [(vr +1—vr ) 2ot (or +1—er )z:a] -F;_l-

Para determinar el méximo del esfuerzo de corte producido por los otros tramos
cargados en un tramo cualquicra, es muy facil emplear la ecuacién anterior. Se
reemplazaré previamente en esta ecuacién los valores de veal, vy, wr4l ¥ @r CO-
rrespondientes en los apoyos. Hecho esto se deduce inmediatamente de [a ecua-
cién anterior los signos de a que hay que elegir en la tabla v los de & para obte-
ner un maximo positivo o negativo, lo que es equivalente a decir qué tramos hay
que cargar a derecha e izquierda,

Pero la férmula anterior es valida para vigas de tramos iguales. Para tramos
desiguzles se tiene para el esfuerzo de corte

P

V=l(lnpy —v) Zall+ (W —w) Z8 l‘:]

Momenios de flexién mdximos.—Para determinar los momentos de flexidn
maximos en una seccidén se puede emplear facilmente la ecuacién 12, puesto que
los cocficientes han sido tabulados y los ¢ v ¢’ se obtienen del grafico de los v ¥
de los w.
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VIGAS CONTINUAS DE TRAMOS IGUALES. FORMULAS PRACTICAS

Se calculan los v para la viga de n tramos. Estos mismos valores v sirven
para calcular toda viga de un nimero de tramos infericres a n. Por consiguiente,
convendria tener estos valores de v anotades en un cuadro.

Supcngamos una viga de cinco tramos. Anctamos en los apovos (fig. 6) en la
parte superior de la viga los valores de v,

oo 1 .l 15 56 209
W 209 <56 45 oy P 2
f<gé
Para una viga de tres tramos tendriamos
r o 4 — 15
-~ 7T ral Cad
w15 -~ 4 o

iy7

Hecho esto se determinan los w correspoddientes a los apoyos. Para obtenerlos
basta invertir el orden de los v y anotarlos debajo de la viga en Jos apoyes.

Recordemos ahora que los coeficientes & y 8 son dados por las expresiones
siguientes

- ]A_W'Y,

—8v)v

5=4_l:i‘ﬁ
(I—=8o

Pero sahemos que en toda viga de tramos iguales los 8 estan comprendidos
entre 0,25 v 0,268 para todos los tramos menos para el primer tramo en que
B=0. Lo mismo sucede con los v de todos los tramos menos para el dltimo tramo
con y=0. Luego adoptando el valor medio f=v=0,259 obtenemos para los di-
versos tramos )

a“=1'
v
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axm.L

!
v

férmulas en las cuales a, se refiere al Gltimo tramo de la viga si &ste lleva car-
gas, y & sc refiere al primer tramo si éste lleva cargas

Se puede entonces enunciar la siguiente regla: El momento producido en un
apoyo cualguiera de una viga de tramos iguales por un trame con carga uniforme
completa colocade a la derecha del apoyo, tiene por expresion

»» x08ph

My =2t Z2°PT 9204
4

T H
’ pl
v

+
U

siendo v, el wvalor correspondiente del apoyo en que s¢ va a determinar el mo-
mento v o' el valor de v del apoyo de la derecha del . tramo -cargado, Si el tramo
cargado es el Gltimo de la viga, deberd emplearse la férmula

M, =0,25

Ul'
pk
vl
Asi, por ejemplo, el momento producide en el tercer apoyo de una viga de

cifco tramos, nos da si el 5.¢ tramo lleva carga uniforme completa

0,25 X 4
200

Mr ==

= — 000478 pIo

Para tramos cargados a la izquierda del apoyo, el momento producido por un
tramo con carga unilorme completa en dicho apoyo, es

0,20 @

M, = plP

r
w

perc si el tramo cargado es el 1.° de 1a viga

Me = e
w

siendo w, ¢l o del apoyo en que se va a determinar el momento Y o el w corres-
pondiente al apoyo de la izquierda del tramo cargado.

Asf, por ejemplo, el momento producidq en el tercer apoyo de una viga de
cinco tramos iguales, si el printer tramg lleva garga uniforme completa, es
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0,25 X 15
My e =2 X2 op
: i 709 ¢

M; = 0,0179p [*

El método de calculo anterior es muy sencillo y muy exacto.
Consideremos zhora el caso de cargas concentradas. En una forma analoga se
deduce facilmente la formuia

Mr=v,3i+w,zi
4

w

L ¥

) R
siendo T — correspondientes a los tramos cargados a la derecha v 2
v w

tramos a la jzquierda del apoyo.
Los valores de R’ se calculardn por la férmula

a los

Pu{{—u)y (I —072u}

R'=1802 P

mencs para el (ltimo tramo de la viga para el cual debe aplicarse la farmula

Pu(l—u) 21—u)
1!

Ri=Z2

Los valores de §' se calcularén por ls formula

Pu(l—u) (I + 2,6u)

§'=0516% 7

menos para el primer tramo, para el cual

Pu (l—u) ()
11

S'==x

Dieterminamos el momiento en el 2.° apoye de una viga de cinco trarmos para
ia solicitacidn siguiente:
ler. tramo. Una fuerza P; a la distancia del apoyo de la izquierda

1
3

=
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Jer. tramo. Cargas P, y P, cuyas distancias al apoyo de la izquierda son

L
2

Uz=

p=1
wp=— 36
ler. tramo
! i Pl
S = 27 1
PR 8o I Y TN,
o YT wex2r YT !
Jer, tramo
R'=0,298 .l + 0,316 ;1
’ . ’ :
v ——= =(0,0197 P, 1 4- 0,026 P
v »
Luego : '

M,=—0,079 P, 14 0,0197 P, 1 4+ 0,020 P, |

En los ¢jemplos dados a continuacién indicamos la aplicacién de las férmulas
generales; ellos pueden ser también resueltos por las férmulas practicas que aca-
bamos de dar.

Ejemplo I.—Determinar el momento en el segundo apoyo de una viga de cin-
co tramos iguales con carga uniforme completa en todos los tramos.

Segin la tabla se tiene para el segundo apoyo

v=1
w=—1750

Hay un solo tramo cargado a la izquierda, el ler. tramo cuyo valor de 5 se-
gin la tabla es

5=0,00473

A la derecha tenemos cuatro tramos cargados y cuyos valores de e son segGn
la tabla '
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2.2 tramo a:=— 0,106
Jer. tramo  a,=0,0536
4.© tramo o, =-0,0144
5.¢ tramo 2, =0,00478
Se obtiene entonces
T 6=:0,00478
Ze=—0,1006
y reemplazando en férmula 5
M=[vEu+w26] %
obtenemos
M;=—0,105 pI*
Ejemplo [1.—Determinar el momento en el 3er. apoyo para la misma viga
del ejemplo anterior, pere solamente los tramos 1.°, 3.2 y 5.° con carga uniforme

completa jgual a p.
Para el tercer apoyo la tabla nos da

v=—4
w=13

A la izquierda tenemos sdlo el ler. tramo cargado luego

T 5= 0,00478
A la derecha tenemos-
Jer. tramo a=0,0336

5.0 » o=0,00478
luego '
Za=0,05538

y aplicando la misma férmula que en el ejemplo anterior obtenermnos
M=—-0,040 pls -

Ejemplo 111-—Determinar €l momento en el Jer. apoyo de la viga continua
de cinco tramos iguales en el caso siguiente:

ler. tramo con carga uniforme completa p m/c
Ter. tramo con carga uniforme completa p’ m/e
59 tramo con carga uniforme completa p m/c
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Aplicamos formula 3

pl pi
2 F+wZé **4"*

M=1uZa

Para el 3.er apoyo tenemos segnn tabla

v=—*%
w=15

A la izquierda del tercer apoyo s6lo tenemos el primer tramo cargado, luego

5=1000478
pla pls
b = O,UO%?S 4

A la derecha tenemos el tercer y 5.° tramo cargados cuvos valores de o segin ta-
bla son .

3er tramo a=00536
5.° tramo a=0,00478

luego

pl _ 00531 000478

ll
T

Za

luego reemplazando ahora en férmula 3, ohtenemos para el momento en el tercer
apoyo

M=0,0131 p I+ — 0,0536 p' I

Ejemplo IV, —Viga de cinco trdamps iguales con la solicivacion siguiente. De-
terminar el momento en ¢l 2.¢ apoyo, :
ler. tramo. Una fuerza concentrada P: a la distancia del apoyo de la. iz-
quierda :
1

U=

3

3er. tramo con fuerzas concentradas P, v P, ¥ cuyas distancias al apoyo de
la izquierda de este tramo son respectivamente

1

U=
2
i

Uz = e

3
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Aplicaremos formulas generales {1) v (2}. Para el 2.° apoyo, segQn tabla,
se tiens
v=1
w=-— 56

Para el primer tramo 8=0 y entonces férmulas (2) nos dan

S=029P1
Segin tabla
5=0,00478
luego
Z55=0,00478 X 0,29 X P, 1
@wZ85=—56X0,00478 X 029 P, |

Para ¢l 3er. tramo férmulas (2) nos dan

R,=037PF, 1
R;=030P,1
Segan tablas para el 3er. tramo
a=0053
luego
2aR=0,0536 (0,37 P,1+ 0,39 P, 1)
vZaR=00198P,! 4+ 0,0200 ;1

y reemplazando ahora en farmula (1) v efectuands los caloulos, obtenemos para
¢l momento en el 2.° apoyo

M= (— 0,077 P, + 0,0198 P, + 0,0209 P;) |

Ljemplo V.—Resolver e ejemplo [ por el método analitico indicado por Resal.
Tenemos entonces conforme a las anotaciones de fig. § para los momentos
producidos en el 2. apoyo por los diversos tramos cargados

’?\l‘/ \ A
i98

v (l—8) pl*

(1—Byv) 4

ler. tramo cargado -
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I | — 1z
2.2 tramo cargado —— B: ( v} P

I —8 v 4

1 B: (1 -— v, Iz
Jer. tramo cargado 4+ BB ¢ P

(l — B Tz) 4

BBp (1) pP
(I—=8s71) 4

4.° tramo cargado —

A A N /3 /3,
A ~ ~ s al ey ' v 8
£, &y v, z, £

f73
8:6.6,8,—%)  pr

5. tramo cargado +
(I - ‘84 TU) 4

Reemplazando ahora los 8 y v de la tabla que yo he calculado y sumando
los resultados se llega finalmente a obtener para el momento en el 2 ° apoyo

M=—0,185 pt

Se sabe que gréficamente se determina el efecto de un tramo cargado sobre
los otros por la fig. 9 uniendo M y N con los focos de izquierda y derecha res-
pectivamente.

Se ve entonces que el método indicado en el gjemplo 1 es mucho més corto.

Esto demuestra claramente que conviene més calcular previamente los a y 8.
En vigas simétricas basta s6lo calcular los « e invertir el orden en la tabla para
obtener los 8.

VIGAS CONTINUAS DE MOMENTO DE INERCIA VARIABLES

En vigas continuas de momento de inercia variable se puede establecer la
misma ecuacién 1, perc entonces los coeficientes v, o, 8, ¥, a, § representan otras
funciones de la longitud de fos trames que el case de vigas de momento de inercia
constante; o mismo sucede con Ry S que tienen entonces una expresién distinta
de ecuaciones (2).

Nora.~—En todas las [6rmulas yo he adeptado le notacién de Resal con excepeién de los mo-
mentos para los cuales este autor emplea otra notacién. En lugar de los 8 se puede introducir la
distancia del {oco de la fzquierda al apoyo de la izquierda v se tiene

Para ¥ y la otra distancia focal resulta una férmula andloga. Cada 8 de un tramo esta ligado
al § del tramo siguiente por relaciones que da Resal.
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