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Analisis Armoénico

Aplicacidn d¢ las series de Fourier @ las chservactones de fas temperaluras me-

tiss mensuales de Santiago, recapidas en el Observatorio Astrondmico Nacio-
nal durante cumenta ads. (+) '

POR ISMAEL.GAJARDO REYES
{Desde el 1.0 de Enero de 1861 hasta el 31 de Diciembre de 1900).
(Conclusion).

Empero, no nos hagamos ilusiones, pues para poder desarrollar todo este vasto
plan de trabajo, que dejo simplemente esbozado, es menester coordinar muchos
esfuerzos y poner en actividad muchas voluntades, esfuerzos y voluntades que no
se emplearian indtilmente, porque, después de todo, redundarian en beneficio di-
recto del pais v de su prestigio cientifico, va que la ciencra es en si misma una he-
rencia que debe ir constantemente incrementandose. '

En efecto, desde los sisternas clisicos de educacidn de Grecia v Roma, en que
predominaba la educacién fisica tendente a formar soldados robustos y ciudadanos
aptos para los fines de aquellas sociedades; desde los tiempos griegos posteriores

{me refiero a los de Platén v Aristételes) en que predominé el culto de la educacién
estética, que daba por resultado la formacion del hombre hermoso casi divinizado;

(*) Ver el nim. de Diciembre de 1925,
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desde las escuelas utilitarias de Descartes v Locke, continuadas por los filésofos del
siglo XVIII; desde el cultivo predominante del gusto literario clasico de los huma-
nistas del renacimiento hasta el predominio del espiritu cientifico que, desde Diderot
hasta Herbert Spencer, ha adelantado en rapida progresién v dado caracter a la
ciencia contemporanea, tcdo es factor, todo es elemento de juicio, todo herencia del
pasado que el presente analiza v transforma y adapta, como analizara, transformara
y adaptara el porvenir lo que nosotros le leguemos, pese a la constante pretension
de las edades, que creen siempre haber pronunciado o estar pronunciando la dltima
palabra en materia de ciencia, y se califican a si mismas de cientificas por ar.to-
nomasia con encantadora sencillez.

Asi, pues, nada tenemos que temer, para las grandes verdades, del progreso
de la ciencia verdadera, cualquiera que sea su campo de accion; nada podra quebran-
tar la existencia axiomatica de ese yo que permanece inmutable al través de las mo-
dificaciones, de esa misteriosa substancia permanente que habita nuestra carne'sin
ser carne, v en la que reside la conciencia del ser inteligente v libre.

Obs, 14 de Diciembre de 1925.

IsMAEL GAJARDO REY:S.
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APENDICE

AMPLIACION DE LAS EXPLICACIONES RELATIVAS A LAS FORMULAS DEL CRUPO fe)

Sean las formulas:

1 ‘0z
D = —w/ veos kxdx, .. (2) fel
W

1 2x
qp = 5 __.f v sen kxdx,. .. 3}
" )

La formula (1) de este grupo es izual al valor medio de y, por la muy sencilla ra-
zon de que puede ponerse bajo esta forma:

1 27
ag = --— yelx,
2r-a

'

En consecuen i», se encuentre ao lomando el promedio de las orderades, que
en la mayoria de los cases resulia = 0.



La férmula (2) de este grupo es igual a dos reces el valor medio de (y cos k 1),
por la muy sencilla razén de que puede ponerse bajo esta forma:

2 2w
R = — y cos kx dx,
20
o
En consecuencia, para enconirar Dy, Pa, Ds. .. [y, Se loma un cierto mumero de

valores de y; se multiplica cada uno por ¢l coseno del gngule x o por el cos 2x, cos
3x, ete., del cual y es lg ordenada; se halla el promedio de lodos esos talores y se mul-
tiplica ¢l resuliado por 2. ’ :

La férmula (3) de este grupo e5 igual a dos veces el valor medio de (y sen kx), por
la muy sencilla razoén de que puede ponerse bajo esta forma:

2 2x
QG = — v sen kx dx

En consecuencia, para encontrar q, gz, 4. Qx 5¢ loma un clerto nﬁmem de valores
de y; se mulliplica cada unc por el semo del dngulo x o por el sen 2x, sen 3x, etc.
del cual v es la ordenada; se halla el promedio de todos esos valores y se multiplica #i
resullado por 2.

Toedo este trabajo se facilita enormemente por una tabulacion adecuada, como
puede verse en el siguiente ejemplo. '

Ejemplo I.—Aplicacion de las formulas del grupo (&) a la curra original de la tem-
peratura de Santiago.

Estas férmulas se pueden aplicar muy bien a la curva de la temperatura de San-
tiago, va que, tratindose de observaciones realizadas en un periodo tan largo, 40
afios, podemos considerar a la funcién perfectamente conocida.
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Pero a fin de no hacer los cilcules demasiado extensos, representaremos la fun-
idn solamente por los siguientes términos:

y = ay + P cos X 4+ pzcos 2X 4+ qysen x
+ q2 sen 2x.

Dividiremos el eje de las x en doce partes iguales, elevaremos las ordenadas
medias de las temperaturas y tabularemos los valores como sigue:

(a) {b) (c) (d) (e) (f) (g)
Meses N.o dela L
ordenad: ¥ X €os X sen x cos 2X | sen 2x

Enero....... .. 1 190,91 o 1 0 1 0
Febrero 2 18,79 30 0,866 0.500 0,500 0,866
Marzo ... ... 3 16,62 60 0,200 0,866 {—0,500 0,866
Abril, . ..., .. 4 13,19 90 0 1 --1 0
Mayo .. ... .. D 10,06 120 0,500 0,866 |-—0,500 {—0.866
Junio . ... ... 6 7,85 150 —0.866 0,500 0,500 |—0,866
Julio....... .. 7 7.88 180 —1 0 1 0
Agosto. ... .. 8 9,00 210 —0,866 |---0,500 0,500 0.866
Septiembre. ... 9 11,43 240 0,500 |---0,866 |—0,500 0,866
Octubre. ... ... 10 13,57 270 0 --1 —1 0
Noviembre . . 11 16,59 300 0,500 |—0,866 |—-0,500 |—0,866
Diciembre . .. 12 19,07 | 330 0,866 | —0,500 0.500 |—0.866

Luego

ay = valor medio de v = 137,66
P = 2 X valor medio de (v cos x)

Para obtener los valores de v cos x, deben multiplicarse los nimeros correspon-
dientes en las columnas (b) v (d).

Asi
1
= —— ([19.91 — 7,88] + 0,866 [18.79 + 19.07 — 7,85 — 9,00] +
5 -
+ 0.500[16,62 + 16.539 - - 10,06 — 11.43]) = + 6,01

Del mismo modo
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Pz = —— X suma de productos de las columnas (b) ¥ (D
6
1
pz = —— {([19,91 + 7,88 — 13,19 — 13,57] + 0,500 [18,79 + 7.85 + 9,00
6 _
+ 19,07 — 16.62 — 10,06 — 11,43 — 16,59] ) = +0,17
1
g = - — X =uma de productos de las columnas (b) y (e)
6
1
q = —— ([13,19 13,57] + 0,866 [16,62 + 10,06 — 11,43 — 16,59] +
6
+ 0,500 [18,79 4+ 7,85-- 9,00 - 19,07]} =-- 037
1
g2 = -—— X suma de productos de las columnas (b) v ()
G
1
qQ = —— (0,866 [18,79 + 16,62 + 9,00 + 11,43 -- 10.06 — 7,85 — 16,59
6 —19,07]) = + 033

Por lo tanto,
v = 1366 + 6,0l cos x + 0,17 cos 2x — 0,37 sen x 4 0,33 sen 2 x

Demaostracion de las fornulas (2) y (3) del grupo ()

Sea 1a gerie
y=f(x) =a+mcosx +pacoslx+. ... +p,cosnx +....
+grsenx + q.sen2x 4+ . ..., +a,sennx +....

Si multiplicamos ambos miembros por cos kx dx e integramos entre los limites

o ¥ 2 r, tenemos:

2n 2 rox
/ ycos kx dx = ap coskxdx +........ ... + oy / cos? kxdx+

o

Q [H]

27 2%
+ pf.f cos nx cos kx dx +.....+qn-/ sen nx coskx dx +

o o
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Por consiguiente:

23

2x aop 2w Dx
veos kxdx = senkx [ +........ i e X o e

1

sen2kx ] 25

pn | sen (n—kdx senin+k)x | 2=
- — 4 | ... -
-4 n—k n-+k o 2
- &)
Un coz {n—k)} x cos (n+k)x |27 \
SRR R — -L_ ____________ T s s e e e
21 n—k n-+k _
puesto que la diferenciacién de
X sen 2kx
T s sememe + e e e
2 4k
nos da:
dy 2 8kz cos 2kx 1 cos 2kx 1
+ —— = — 4+ —— ———=—(1+cos2kx)
dx 4 16 k2 2 2 2
dy 1 2kx
— = ——| 2cos¥———|] = costkx
dx 2 2
luego,
9.
Px sen kx
D cos2kxdx = ———| x4 —2—
2 ) 2k e

Las restantes integrales se calcularan de igual manera v se obtendran, sin di-

ficultad alguna, todos los términos del 2. miembro de la serie (2)
Ahora bien, esfacil ver que todos los términos del 2.° miembro de esta serie
desaparecen, a excepcion del término cuyo coeficiente es p, y que viene a ser =« py.
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Entonces, tenemos:

2
T Px =f y cos kx dx

“

de donde

: 1 27
pk-——-_‘/‘ycoskxdx Q. E. D)

T
Del mismo modo, si multiplicamos en la serie primitiva ambos miembros por
sen kx dx é integramos entre los limites o v 2 x, tenemos:

o o

2x 27 2%
ysenkxdx = aof senkxdx +.... 4p, } cosnxsenkxdx . _.

2 "

3x 2
+qij senzkxdx + . ..+qJ sen nx senkxdx+. ...

9

Por consiguiente

2x do ]2 Q senZkx] 2=
ysenkxdx = — ——|coskx { —. .. .. 4+ —]x — 4
o k . 2 | 2k lo
Pa [cos (k—n)x . cos k+mx )2«
— + —] — ...
2 | k-—n k+n da
(o} | sen (n-—k)x gen (n+k) x 12+
+ —_— —_— — | 4+ ...
2 | n—k n+k |

Ahora bien, es facil ver que todos los términos del 2.¢ miembro de esta serie
desaparecen, a excepcidn del término cuyo coeficiente es g ¥ que viene a ser = 70y
Entonces tenemos:

27
x gy =) vy senkxdx
de donde

1 2z
Qg =—— v senkxdx

° Q. E. D).
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Demostracion de todas las formulas del grupo (n).

Dijimos, al hablar de la determinacién de las constantes cuando la funcién es
@sconocida, que se dividira el intervalo, desde x =0 hasta x=2=, en n intervalos
guales vy se medirdn las primeras n ordenadas.

Pues bien, éstas quedaran representadas, en el cuadro que viene a continua-
€i6n, de esta manera:

Qe 30° 600 1210 L AN U Y P .| 330°
2 47 6 2% 2
0 —_— —— e r—— (n—1)——
n n n ¥n n
X Xg X X2 X9 ... Ky s s 5 Xp—1
(r=0)| (r=1) | (r=2) | (r=3) | . (r=11)
y Yo V1 Y2 Y b wes wwes LI W Ya—1

Siendo 2« radiantes = 360°; n = 12 términos y r toma sucesivamente los va-
lores0,1,2,........ n--1.

Ahora bien, supongamos que deseemos determinar las constantes en la ecvacién:

y=ao+p;cosx+._...
+qrsenX+. ... .n ... .. 4qysenkx 4. .

an que el namero de términos es #, de modo que la correspondiente curva pasard
por los n puntos dados en la tabla. Substiyendo las n series de valores de x e y en

asta ecuacion, obtendremos # ecuaciones lineales de los términos en p y ¢ de la forma-

Vo = ao+D1COSXoF-e. .. ..., ....+pgcoskxot ...
+aqrsenXgteeee e .. +Qxsen kxo+ . ..
Vi = a+P1CosXy 4 ....h L. +pcoskxi+ ...

4qisenx; 4 ... +qx sen kx;+....
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Vo = S4+P1C0sXe+ ... ... +D cos kxa+ ...
SgisenXy 4 ... ... +qy senkxs+... .
! |
: | |
! ; !
! | |
Yol = B0 +MCOS Xp g + ... ... .. +pcoskx, o+ ...
daqisenx, 4 ..o Qesenkr, oL
Yy, =nag+ ... . + D Tcoskx+. . ... + qe Esenkx, + .. ..

Resolveremos entonces estas # ecuaciones para determinar los valores de los
coeficientes p v ¢

Ahora bien, la suma de los términos ces kx, puede expresarse por la siguiente
relacion:

COSla + cos (¢ +8) + cos (a+28) +. .. .. + cos {a+ [n—118) = X cos {a+r8).

Y aplicandole a esta Gltima relacién el conocido teorema de Trigonometria,
que nos da la suma de los senoes o cosenos de una serie de dngulos que estan en pro-
gresion ariimética. (Consiltese ta ohra “Tratedo Elemental de Goniomelria” por J.
de Mendizabal Tamborel. Ingeniero Geoégrafo mexicano, pags. 441 y 442), (1), se

nB n—1
sen cos § ot ———— 8
2 2

Scosfat+r1h) = —— -

tendra:

De igual manera, ¥ pot el misto teorema, tendremos:

Zsen (a+1r8) = sena+sen (a+8)+sen (a+28) +.. ... ...

nf n—1
sen —— sen | at 8
2 2

+senat[n-UG= — — ——
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(1) La demostracion de este teorema es la que sigue:
Por medio de las conocidas relaciones trigonométricas
2 cos ¢ sen v = sen (u+v) — sen (u—v)
2senusenv = cos (U-—v) — cos (u-4-v)
podemos escribir estas otras expresiones:

1o ¢aschos

3 k 3 8
208 @ sen —— qen(u +—) —senfa-- ——
2

2

8 38 8
2 cos (a~8) sen —-.— = sen (a+——)—sen (a+ ———)

2

o] 53 38
2cos (a-+28) sen ~——- =senjat+ —— |—zsen § a4+ ——
2 2 9
3 2n—1 2n—3
2 ¢os {a-%[n—l]@\sen — =sen [ a4+ 8 —sen f a+ ———8
2 2 2

Sumando ordenadamente estas igualdades, v observando que todos 1os términos del segundo miem-
bro se destruven, exceptuando el segundo v e penultimo. resulta:

B 2n—1 3
Jeen —— Zcos(a + r}B_} =sen § a+ ——8 }—sen s
2

2 2 2
n—1 n
e = 2¢0s a+ — 3 Bsen — R,
2 2
De donde:
nf3 n -1
sen - ——Cos at ——8
2 2
Tewsia +1r 8 = s e
8
sen ——
2

(Q. E. D)
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)

w T .
yvsihacemos 2« = 0y § = 1 ——-— |, las relaciones anteripres toman
n !
esta forma:
2% senlax l(n—1) = \
cos r i = — cos — =0,
n = n
sen ——-—
n Y
puesto que sen 1 x = 0.
27 senlwxw ] (n—1)w
*senrl— = —— sen —— = 0.
n lar n -
sen
n

puesto que sen | = = 0.

2.° 35enos

8 8 ]
2senasen — = cosf a— —— J—cosl a4+ —
2 2 2
B 8 38
2sen (a+p)sen—=cos § e+ — J—cos e+ —
2 2 2
58
2sen (a+28) sen — = u+-~)~cos — )
2 2

8 2n— 2n—-1
2 sen (o [n—1) B) sen — = cos a-{-————ﬂ)—cos a+——43)
2

Sumando ordenadamente estas igualdades v observando que todos los términos
del segundo miembro se destruyen, exceptuando ¢! primero y el ultimo, resulta
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Ahora bien, cuando 1 = 0, la 1.» de estas formulas se convierte en esta otra:

2z
Teosri-——— = X coso = n,
n

por gue ¢os 0 = 1 y como son # veces I, por estar la base dividida en » partes igua-
les, forzosamente X cos 0 = n,

y cuando 1 = n

Ycosrl —— = Scos 217 = n.

v desde que, sez(n se puede ver en el cuadro,
2x
¥p= Ir——;

n

podemos finalmente establecer que:

*coslx, = 0,salvocuandol = 06! = n. enquees = n
y ¥senlx, = 0. para todos los valores de /

B B 2n—1
Z2sen — Xsen(a+trg =cos | a— —— }-—cos{ a4---— ;3)
2 2 2

n—I1 n g
———eeme = 2gen f a4 ——— § }sen ——
2 2
Dz cdonde:
ng n—1
sen -—-— sen (& + --—43)
2 2
Tsenfa+rp) = —— e
8
sen ——- (Q.E. D).
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En consecuencia, para determinar a ag simplemente symamos las # ecuaciones,
y obtenemos:

Ty, =na+ ...... +peZcosky + ... + Qg Tsen kx4 ...

y por ditimo,
2 ¥, = nay, »

puesto que todos los otros términos desaparecen, a excepcién del primero.
De donde

a =—— S¥,........ (Q.E.D)

Determinacion de py,

Para determinar py multiplicaremos cada una de las » ecuaciones por el coefi-
ciente de p, en esa ecuacién, esto es, por cos kx,, v sumaremos las n ecuaciones re~
sultantes.

Asi, obtendremos:

vcos kxy =ap cos KXy +picosxpeos kxy +...... 4 py cos?kxy +
4+t senxg cos kxp +...... 4+ sen kxg cos kxg +
v cos kx;=ap cos Kx; -+ picos xy coskx; + ... .. + Py cosZkx; +
+msenxycoskx, ... L. 4+ sen kx; cos kx; -
' | .
l ! '
| |
; i
y coskx = apcoskx +prcosx  coskx +4....4ppcostkx 4
o—1 n—1 n--1 n—1 n—1 N
401 sen x cos kx + .. +qxsen ky  coskx 4+
—k n—l1 n—1 n—1
Ty,ecoskx =apZcoskX +........ FpeZcoskx.+......

+ pp Z cos pX, cos kx,. .. .+ QT sen p % cos kx, +

Ahora

Zcoskx, =0
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1 1
= cos px, cos kx.* = — IS cos (p+k) x,+ — = cos (p—k) x,=0;
2 2
1 I
T senp X, cos kx.* = — X sen (p+k) x, + — Zsen (p—k) x.=0;
1 n i n n
Tcos?kx,® = ¥ — (1+cos2kx,) = — + — ZcosZkx, = —, sik + =—
3 2 2 2 2
In n n
= 4+ —=71n, 8 k = —
2 2 2
Por consiguiente,
n n
Yv,coskx, = —py salvo cuando k = —, en que
2 2

£y, cos kx, = npy.
De donde

2
P = — X ¥, cos Kx,.
n Q. E. D)

*  Se usan los siguientes relaciones trigonométricas:
2 cosucosv = cos (U-+Vv) + cos (U—v)
2genucosv = sen (U+4v) + sen (u—v)

- = 1l+4cosa

Determinacion de q,

Para determinar q, multiplicaremos cada una de las » ecuaciones por el coefi-
ciente de g, en esa ecuacion, esto es, por sen kx,, v sumaremos las n ecuaciones re-

sultantes.
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Asi, obtendremos:

ysenkxg =agenkxyFprcosxosen kxy + ... ... +pLoskxs senkxy+

+q: senxesen kxo + ... ... + Qg senzkx,+

yisenkx; = acsen kx; + pyoos xusen kxy + ... .. 4+py cos kx, sen kx +

+ qisenx;senkx;y + ..., + gQgsenz kyy 4. ..
| l
! |
l i f
ysenkx = agsenkx -+ p;cos xsenkx + .. . -+p.coskx senkx -+
Bn—1 =i o—1 np—1 n—1 n—1 n--1
+qisenx senkx + .... + gpsenzkx 4
n—1i 1 n—1
Zy.senkx . =aoXsenkx + ........ +p, Zcospx.sen ks, +. ...
+q = sen” kx.+ S+ Qp SsenpEesen kxe 4.
Ahora
Zsenkx, =0
1 1

Zcospr.senkx, * = — Zsen (k4pYx. + —Zsen(k—p)x, =0
2 2

1 H

Isenpxsenkx, ¢ = - cos(p—k)¥, - —Zcos (p+kix, =0
2 2

I

i n 1 n n
Zsenzky, * = ¥ — (l—-cos2k¥) =— -~ ZcosZkr, = —, sik +=—
2 2 2 2 2
n n n
————— — =— — — = Bsik =--
2 2 2

* Se usan las siguientes relaciones trigonométricas:
2 sen u cos v=sen (u+v)+sen (u—v)
2 sen u sen v=cos (1 vi—cos (u4v).

a

2¢enz — = 1 — cos a
2
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Por consiguiente,

Syesenks, = — o

2

De donde

Qe = — Xv.senkx, (Q. E. D)

DETERMINACION DEL PERIODO DE LAS ONDAS ARMONICAS
Sea una onda cualquiera representada por la ecuacion
Vv = Qg sen kx
Ahora bien, sabemos que el periodo de una onda es la distancia entre dos pun-
05 de interseccion de ¢sta con el eje de las x y marchando en la misma direccion.

Por consiguiente, en ambos casos, 1a ordenada se anula v también la funcion.
Pero ésta se convierte en 0 cuando

kx = 0
kx = =
- !\:\' = 2?1'
kx = 3r
ctc.
Consideremos
kx = 2z
de donde
27
A= o=

Asi, pues, el periodo, o longitud de onda, de la curva

v = gy sen kx

Ingenieros.— 3
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Entonces, si designamos a este periodo; o longitud de onda, por

2x
A=
k
tenemos
2%

A

¥ la ecuacién de la curva puede ser escrita en esta forma

2rx
¥ = Qg sen '
A

donde g, es 1a amplitud y A el periodo o longitud de onda,

De todo.lo anteriormente expuesto, deducimos la regla siguiente:

“Para obtener el periodo de una funcion senoidal dividiremos 360° por el 'coeﬁ-
ciente de x 61 (o cualquier letra que se adopie para la base o “‘variable independiente’™),
0 mas brevemente,

360

Periodoen grado =
coeficiente de x 6.t

Puesto que 2r radiantes = 360°, en donde hayamos puesto 360° deberiamos
poner 27, si quisiéramos que el angulo estuviera expresado en radiantes, o sea, que
el periodo en radiantes o en segundos (de tiempo) fuese

27

coeficiente de x 6 t

De modo que si tenemos uda curva representada por la ecuacion

vy=4 s%en 6x
seria el
2n L
Periodo = — = — 660°
6 3
yla

Amplitud = 4,
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Punio donde la onda y = ¢, sen (kx-+Ay) corta al e¢je de las x.

Cuando la onda y =c; sen (kx--A,) corta al eje de las x, 1a ordenada vy la fun-
adn se anulan.

Por tanto
kx + :f\k =0
de donde
Ay
N = — ——
k

Asi, pues, aplicada esta sencilla {érmula a las {ases de 1as seis armoénicas en que
ha sido descompuesta la curra de la temperalura de Santiago, obtenemos los siguien-
tes valores, que concuerdan muy bien con los deducidos de los graficos:

_86023'
l.» arménica...........x = — ——— = + 8623
1
2715’
2.» arménica........... X =— — = — 1337
. o _
~—15°31"
3.» arménica...........Xx = — ——— = + 5° 10
3
2033’
4. arménica...........X = — — = — 50 8
4
-—-80°32'
5.» armoénica..... ..... X =— — = 4 16%’
5
—80e
6.* armoénica... ....... X = — = 4 15¢






